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Kapitel 1

Die reellen Zahlen

1.1 Die natiirlichen Zahlen
VL: Do, 2002-10-17

1.1.1 Definition

Eine Abbildung ¢ : A — B heifit

injektiv, wenn aus a,b € A,a # b auch ¢(a) # ¢(b) folgt.
surjektiv, wenn es zu jedem b € B ein a € A gibt mit ¢(a) = b.

bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.1.2 Definition
Eine Menge A hat n Elemente, wenn es eine bijektive Abbildung

¢p: A—{1,...,n}
——

=Ny

gibt.

1.1.3 Definition

Zwei Mengen heiflen dquivalent, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : A — B
gibt. Wir schreiben dann A ~ B.

1.1.4 Hilfssatz

Die Aquivalenz von Mengen erfiillt die folgenden Relationen:
1. A~ A (Reflexivitét)
2. A~ B = B ~ A (Symmetrie)

3. A~ Bund B ~ C = A~ C (Transitivitét)
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Beweis:

1. zu zeigen: Es gibt eine bijektive Abbildung ¢ : A — A.
Die gibtes: A>ar—a€ A

2. zu zeigen: wenn es eine bijektive Abb. ¢ : A — B gibt, dann gibt es auch
eine bijektive Abb. ¢ : B — A.
Die gibtes: B3b=¢(a)—ac A

3. z.z.: wenn es bijektive Abbn. ¢ : A — B, ¢ : B — C gibt, dann gibt es
auch eine bijektive Abb. x : A — C.
Die gibt es: A > a — ¥(¢(a)) € C
Injektiv: a # b = ¢(a) # ¢(b) (da ¢ injektiv)

= ¢(¢(a)) # Y(¢(b))  (da ¢ injektiv)
Surjektiv: ¢ € C = es gibt b € B mit ¢(b) = c und a € A mit ¢(a) = b,
weil ¢, ¢ surjektiv sind. = ¢ = ¥ (¢(a))

1.1.5 Definitionen
1. Die Abbildung A 3 a +— a € A heif3t identische Abbildung id 4

2. Die Abbildung ¢ : B 3 b = ¢(a) — a € A fiir bij. ¢ : A — B heifit die
inverse Abbildung oder Umkehrabbildung von ¢, also ¢! := 1.

3.Sind ¢: A — B, ¢ : B— C Abbn., so heifit ¢ o ¢(a) := ¥(é(a)) die
zusammengesetzte Abb. oder die Verkniipfung von ¢ und ¢ (,,Psi nach
Phi“).

4. Die Zahl n heifit die Kardinalzahl der Mengen mit n Elementen.

1.1.6 Definition

Seien m, n natiirliche Zahlen, dann heiflt n gréfler als m, in Zeichen n > m oder
m < n, wenn es eine natiirliche Zahl [ gibt mit n = m + . (D.h. 1 erzeugt die
natiirlichen Zahlen durch wiederholte Addition.)

1.1.7 Hilfssatz

N ist unendlich, d.h. N ist nicht dquivalent zu einer Menge mit n Elementen.

Beweis:

Annahme: N ist dquivalent zu einer Menge mit n Elementen. Dann gibt es unter
den n Zahlen in N eine grofite, etwa m. Dann ist auch m+1 € Nmit m+1 > n.
Wid. Annahme falsch, d.h. N ist unendlich. O

(In der Mathematik ist jede verniinftige Aussage wahr oder falsch, d.h. p ist
wahr oder non p ist wahr. Der Widerspruch hat immer die Form ,,p und non p
sind wahr®.)
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1.1.8 Definition

Die Menge aller natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet,

N= U N,, := {m;m € N, fiir ein n}
neN
VL: Mo, 2002-10-21

1.1.9 Definition

Eine Menge heifit endlich, wenn sie n Elemente hat fiir ein n € N. Andernfalls
heifit die Menge unendlich.

Das Prinzip der wvollstindigen Induktion

Es sei M C N (,M ist Teilmenge von N¥) eine Menge natiirlicher Zahlen mit
den Eigenschaften

1. 1e M,
2. istme M,soauchm+1e M

Dann ist M = N.

1.1.10 Satz

Es ist s(n) = @

Beweis: Wir setzen M := {n eN;s(n) = W}
z.z.. M = N, Wir wenden das Prinzip der vollstindigen Induktion an

— 1.2 _
Lsh)=12=1=>1eM

2. Annahme: n € N erfiillt s(n) = %

Dann ist abers(n+1)=s(n)+n+1:%—i—n—i—l:("'H)QM O

1.1.11 Satz

Es sei P(n) fiir alle n € N eine Aussage. Dann ist P(n) wahr fiir alle n € N,
wenn gilt:

1. P(1) ist wahr

2. P(n) ist wahr = P(n + 1) wahr
Beweis: M := {n € N; P(n) ist wahr}

1.1.12 Hilfssatz

Ist P(n) wahr fiir n = ng € N und folgt aus P(n) fiir ein n > ng auch P(n+ 1),
so ist P(n) wahr fiir alle n € N mit n > ng.



4 Die reellen Zahlen

Beispiel

N,, - wie viele Teilmengen hat N,,? Anzahl nennen wir A(n).
Das Bildungsprinzip ist offenbar A(n + 1) = 2A(n)

1.1.13 Hilfssatz

A(n) =2

1.1.14 Definition

Fiir k,n € N,k < n bezeichnen wir mit A(n, k) die Anzahl der Teilmengen von
N,, mit k£ Elementen.
Es gilt

Aln+1,k) = A(n, k) + A(n, k — 1)

A(n, k) = A(n,n — k)

1.1.15 Definition

Ist A eine Menge, so bezeichnet P(A) die Potenzmenge von A, d.h. die Menge
aller Teilmengen von A. Fiir B C A setzen wir CoB := {a € A;a ¢ B} = A\B
das Komplement von B bez. A.

Beispiel: Die Abbildung

c:P(A)> Br—CaB e P(A)

erfiillt ¢ = idp ). Solche Abbildungen heilen Involutionen.

1.1.16 Definition

Wir schreiben (}}) := A(n, k) und nennen diese Ausdriicke die Binomialkoeffizi-
enten.

Soweit haben wir die additive Struktur von N benutzt, interessanter ist aber
die multiplikative Struktur.

1.1.17 Definitionen

1. Wir sagen von n,m € N,n > m, dass m ein Teiler von n ist, wenn es
k € N gibt mit n = km. Die Teiler m von n mit m < n heiflen die echten
Teiler von n.

2. n heit prim oder eine Primzahl, wenn n nur den echten Teiler 1 hat.

3. Wir bezeichnen die Summe der echten Teiler von n mit 7(n).
Dann heifit n vollkommen, falls 7(n) = n.

4. n,m heiflen befreundet, falls 7(n) = m und 7(m) = n gilt.
Beispiele:

1. n heifit gerade, falls 2 | n, andernfalls ungerade.
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2.23579111315...
Gibt es 0o viele Primzahlzwillinge?

3. 628 ist vollkommen.
Gibt es eine ungerade vollkommene Zahl?
Gibt es oo viele vollkommene Zahlen?

4. 220 und 284 sind befreundet.

1.1.18 Satz

Seia,beZ,b>1
= es existiert ein Paar (gq,r) (eindeutig bestimmt), fiir das

a=bq+r 0<r<b (q=Quotient, r=Rest)

1.1.19 Prinzip des kleinsten Elements

Jede nicht leere Teilmenge von N besitzt ein eindeutig bestimmtes kleinstes
Element,
d.h. aus M C N,M # () = es gibt ein m € M mit m < n fiir alle n € M.

Bemerkungen:

1. Nicht jede Menge von Zahlen beliebiger Art hat ein kleinstes Element, z.B.
Z.

2. Aus Prinzip 1.1.19 kann man das Prinzip der vollsténdigen Induktion als
Satz beweisen.

3. Das Prinzip ist giiltig fiir Mengen M C Z, = NU {0}
Wenn M C Z, betrachten wir M1y ={a+1:a€ M} CN
= M; hat ein kleinstes Element m; = m = mq — 1 ist kleinstes Element
von M.

Beweis des Satzes 1.1.18

a€Z,b>1

Sei X :={a—-breZ; :zcl}

X # 0 weil fir x = —|a] a+blaj € X
——

>0
Nach 1.1.19 und Bemerkung 3 existiert ein kleinstes Element r = a —bg € X
=7r >0, a=0bq+r

a — bq ist das kleinste Element in X = a —b(¢+1) ¢ X
=a—-blg+1)<0=a—-bg—-b<0=r<b
——

T

Bemerkung: q = die gréfite ganze Zahl unter § ¢ = [%]

VL: Do, 2002-10-24
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Der groflite gemeinsame Teiler

a,b € Z (nicht beide sind 0)
Dyp={d>1;d|aundd]|b} endlich; 1€ D,y = (a,b) >0

b # 0 = b hat nur endlich viele Teiler (alle < |b])
(alle ¢ € Z\{0} teilen 0: 0 =0-¢)

Sei dy das grofite Element von D, 3
= der grofite gemeinsame Teiler ggT oder (a,b)

Der Euklidische Algorithmus liefert eine kurze Methode, um (a, b) zu finden.
a,b gegeben, b > 0 (weil (a,b) = (a, —b))

Lemma: a =bg+ 7,0 <r <b= (a,b) = (b,7)

Beweis:
Seiw € Dyyp; a=sub=tu (s,t€Z)
=ssu=tug+r=r=(s—tQu=>u|r=u€ Dy, = Dgp C Dy,

Seiv € Dyr; b=1tv,r=s"v
=a=tv+sv={qg+s)v=>v|a=v €Dyp= Dy, C Dy,

d.h.

Da,b = Db,r
grofites Element in D, , = grofites Element in Dy .
(a,b) = (b,r)
Algorithmus
a = bg+mr 0<ri<b
b = rige+ry O0<ro<mr
rL = Toq3+7T3 0<rz<r

Th—2 = Tp—1qn +7Tp
Tne1 = TnGny1+0
b>ry>rg>...>1r, >0 @)

ist eine abnehmende Folge. Nach hochstens b Schritten erreichen wir einen Rest
=0.
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1.1.20 Satz
(a,b) ist der letzte Rest verschieden von 0 in (*) Beweis: Nach dem Lemma

a=bpp+mr = (a,b)=(br1)
b=rigg+r2 = (b,r1)=(r1,72)

The1 = ThQht1 +The1 = (To—1,7%) = (Thy Tht1)

Tn—1 = T"pqnt1 + 0 = (Tn—la Tn) = (TTL’O) =Tn

1.1.21 Satz

Es konnen [, k € Z gefunden werden mit (a,b) = ka + b (Linearkombination)

Beweis

k1,11 € Z mit vy = k1a + [1b, denn
a=bpr+ri=ri=a—-bgpn =k =110l1 =—q

dko, lo € Z mit 7o = koa + I3b, denn
b=riga+1r2=>1r2=b—7r1g2 =b— (kra+11b)g2 = (1 = l1g2) b — k1qz a
N—— S~~~

l2 k2

Das Verfahren fortsetzen bis r,, = k,a + 1,,b

1.1.22 Folgerung

Sei p eine Primzahl; a,b € Z
p|ab=-p|a oder p|b Beweis: Nehmen wir an, dass pta = (a,p) =1
Nach 1.1.21 gibt es [,k € Z :1 =ka+Ilp=b=kab+ Ipb

Mit ab=1rp (r € Z) folgt b=krp+1Ilpb= (kr+1b)p=p|b O

1.1.23 Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung

Jede natiirliche Zahl > 2 lidsst sich als ein Produkt von Primzahlen schreiben.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.
Schreibweise: P = {p € N, p ist prim} = {2,3,5,7,11,13,17,...}

Zu jedem n € N gibt es eine Abbildung o : P — Z, mit a(p) # 0 nur fiir
endlich viele p € P und

n— H pa(p) _ pfll(l)l) . pz((pk)
pEP

(normalerweise p; < ... < pg)
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Beweis
Existenz: Durch Induktion tiber n € N,n > 2

en=2:2€P
e n > 2 bewiesen. Dann gibt es zwei Fille:
l.n+1eP
2. n+1 ¢ P: Nach Definition hat n+ 1 einen Teiler m mit 1 < m <
n+l,alson+l=mkmitl<k<m-+1
Also ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar auf k£ und m = Be-
hauptung O

Eindeutigkeit: Wir betrachten eine Identitét

apr) | alpk) _ alq) . d&lq)
1 k =0 1

p

und miissen zeigen: wenn wir die p; und die g; der GréBe nach ordnen,
dann gilt:

D q g

pi = i,k =1, a(p;) = a(q)

Es geniigt dafiir zu zeigen, dass aus (*) ¢ | p(f(pl) . ~pZ(pk) folgt q = p; fiir
ein i, wenn ¢ prim.
Zeige (*) durch Induktion iiber o = a(p1) + ... + a(pk)

e a=1:p{") . p2P — p e P g pi=q=pi

e a > 1 bewiesen, a(pr) + ... +a(pr) =a+1
p?(pl) . ~pg(p’“) =: p1p, P ist ein Primzahlprodukt mit Exponenten-
summe = «, q | p1p
1. Fall ¢ | p = ¢ = p; nach Induktionsvoraussetzung
2. Fallgtp=(¢,p) =1
Nach 1.1.21 gibt es dann a,b € Z mit
aq+bp=1= ap1q+bp1p = p1,
lg=p1p = pr =apig+blg=qlapy +bl) = q|p1 = q=p1 O

1.1.24 Satz (Euklid)
P = {p € N;p ist prim} ist unendlich.

Beweis

Annahme: P ist endlich, P = {p1,...,pn} fiir ein n € N.

Setze q :=p1---pn + 1= q > p; fiir jedes @

Nach dem Hauptsatz besitzt q eine Zerlegung in Primfaktoren, d.h. es gibt ein
pi | ¢, weil ¢ nicht prim sein kann.
Dh.lp;=p1-pipn+1=p;| 1 — Widerspruch O

Frage: Gibt es eine explizite (injektive?) algebraische Funktion p : N — N
mit p(n) prim fiir alle n?
Versuch: Fermatsche Primzahlen F,, = 22") 4 1,n € Z,

n|01]2]3 | 4 | 5 |
F, |3 [5 [17 |257 65537 [4294967297 = 641 x 6700417 |
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1.1.25 Hilfssatz

Fiir n € Z4 gilt

H Fj=F, 2
§=0

Folgerung: Es gilt 1.1.24, denn (F;, F;) = 1 fir i # j;4,j € Z
Beweis von 1.1.25 durch vollstindige Induktion
1.n=0:Fy=3=5-2

2. Sei die Behauptung bewiesen fiir n — 1 > 0.

15 = F n]:[l F= (2 +1) (2" 1)

§=0 §=0
2n 2 2n+1
_ (2 ) —1=2"" C1=F,, -2
O

Gauf}: Das regelméflige n-Eck ist nur dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,

Wennn
n=20@ J[ po@
peP\{2}

wobei a(p) = 0 oder =1 und a(p) = 1 = p ist eine Fermatsche Primzahl.

1.2 Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind eine Menge names R, die den folgenden Axiomen genii-
gen.

I Korperaxiome

I A) Die Addition

Es gibt eine Abbildung R x R — R, (z,y) — = + y € R, mit den folgenden
Eigenschaften:

I1) (x+y)+z=z+(y+2) Assoziativitit der Addition
I2) z+y=y+x Kommutativitit der Addition

(I 3) es gibt ein Element 0 € R mit 2 + 0 = 0+ x = « fiir alle z € R.
Ezistenz der Null

(I4) zu x € R gibt es ein Element —2x € R mit der Eigenschaft x + (—z) =
(—x)+x =0 Ezistenz des Inversen
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I B) Die Multiplikation

Es gibt eine Abbildung R x R — R, (z,y) — x - y, genannt Multiplikation, mit
den Eigenschaften:

(I5) (x-y)-z=x-(y-z) Assoziativitit der Multiplikation

(16) x-y=y-x Kommutativitit der Multiplikation

(I7) esgibt ein Element 1 e Rmitx-1=1-2 =1 Euxistenz der Eins

(I8) Zux € R\{0} gibt es ein inverses Element 27!, sodass z-2 1 =27 t.2 =1

fiir ein Element 1 € R\{0}

I C) Das Distributivgesetz

(z+y) z=x-24+y-2

Bemerkungen

1. Sind A, B Mengen, so setzen wir A x B := {¢ : {1,2} — AU B;¢(1) €
A,¢(2) € B} ={(a,b);a € A,b € B} (« Schreibweise)

2. Die Null ist eindeutig bestimmt. Ist 0" € R ein Nullelement mit der Eigen-
schaft (I B), so gilt 0/ =0"+0=0

3. Notation +(—a) = —a, z.B. b+ (—a) =b—a
Sei —a’ ein Element von R mit (I4), d.h. —a'+a=a—-a" =0
=-a=—-a+0=—-a+(a—d)=(-a+a)—d =0—d =—d
Also ist das Inverse eindeutig bestimmt!
4. —0=0, weil 04+0 =0

5. —(—z) =z,denn z = (—(—2)+ (—2))+z = —(—2)+ ((—2)+z) = —(—=x)

6. —(z+y)=—2x—y,denn —z—y+(z+y) = —z+(z—y+y)=—z+2=0
7. Notation x -y = zy
8. 1 und z~! sind eindeutig bestimmt.
9. —(zy) = (—x)y, denn
y—(ry) = 0
zy+(—a)y = (v4(-2)y=0-y=0
10. 0-2=(04+0)x=0x4+0x=2-0-z |—0-z

=0-z2=0

11. Eine Menge mit den oben genannten Eigenschaften heifit ein Korper.
R D {0,1} und {®,®} kann zu einem Korper gemacht werden.
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12. Abstraktion von den Axiomen I 1) - I 4) bzw. I5) - I 8)
(a) G sei eine Menge mit einer Verkniipfung (“Multiplikation”)
G x G 3 (g1,92) — g192 € G mit den Eigenschaften

(b) g1(g293) = (9192)95 Assoziativitit
(c) esgibte€ Gmiteg=ge=gfirallege G (VgeqG)
Existenz des neutralen Elements

1

(d) zug € G gibt es g~ € G mit gg=* = g~g = e Existenz des Inversen

1.2.1 Definition

Eine Menge mit den Eigenschaften (a) bis (d) heifit eine Gruppe.

Gilt zusétzlich g1g2 = g291 Y91, 92 € G, so heifit die Gruppe kommutativ
oder abelsch (nach Nils Abel).

Also konnen wir unsere Axiome reformulieren als

e R ist eine abelsche Gruppe bez. “+”
e R\{0} ist eine abelsche Gruppe bez. “.”

e es gilt das Distributivgesetz

13. Ist A eine Menge, so ist M°(A) := {¢ : A — A; ¢ bijektiv} eine Gruppe
unter der Verkniipfung (¢1, ¢2) — @1 0 ¢s.
Ist A = N, dann schreiben wir s, := M°(A) =: Permutationsgruppe der
Ordnung n
Fiir n > 3 ist s, nicht abelsch.

IT Axiome der Anordnung

Es gibt eine Relation “<” auf R mit den folgenden Eigenschaften:

IT1) fiir z,y € R gilt genau eine der Bezichungen

r<y,x=vy,z>y Irichotomie

11 2) fiir z,y,2 € R folgt aus z < y,y < z auch x < z  Transitivitit

11 3) fiir z,y,2 € R folgt aus z <y auch z + 2 <y + 2
Monotonie der Addition

11 4) fiir z,y,2z € R mit z > 0 folgt aus < y auch zz < zy
Monotonie der Multiplikation

Bemerkungen

1. Eine Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R C A x A (genauer:
zweistellige Relation).
D.h. z und y stehen in Relation — Ry — genau dann, wenn (z,y) € R
In unserem Fall ist R = {(z,y) e Rx R;z < y}

VL: Do, 2002-10-31
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10.

1.2.2 Definition

Sei R eine zweistellige Relation auf A, R heift

reflexiv <= (v,z) eRVzx € A
symmetrisch <— (z,y) € R= (y,2) € RVx,y€ A
transitiv < (z Ryundy Rz)=2 R zVz,y,z€ A

Aquivalenzrelation <= R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

. Wir schreiben fiir z,y € R

<y <= y>cu
<y <= (r<yoderz=y)
x>y <= (r>yoderz=y)

.« € R heifit positiv, wenn x > 0. Dann ist z > y < xz—y > 0

(Monotonie der Addition), d.h. z =y + (z — y)
~——

>0

x>0 <= —z<0 (z=0in(3))

.a<bcec<d=a+c<b+d, denn

Mon.

at+c < b+ec
ctb Cd+b

Trans.

B g4+c<b+d

a<bund ¢c< 0= bc<ac
c< 0= —¢>0nm (—c)a < (—c)b
addiere ac + bec = be < ac
=1
—~
a # 0= a® > 0, insbesondere ist (—1)% > 0

Man.

CFall a >0 = a2 >0
Fall a<0¥a2>0

_ 2 Mon.
.a>0=a'>0,denna ' =_a (a 1) > 0
—~—

>0 o)

Wir schreiben auch a=! = é, entsprechend ab~! = ¢=ua/b

@

.1>0,denn0#1=1-1>0

Eine Menge K, die den Axiomengruppen I und II geniigt, heif3t ein ange-
ordneter Korper. Zo = {0,1} 14sst sich nicht anordnen, denn wenn es eine
Relation < mit IT 1) - IT 4) auf Z, gébe, so folgte 1 <1+1=0

Widerspruch zur Trichotomie IT 1!

Allerdings bilden die rationalen Zahlen Q einen geordneten Korper!
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1.2.3 Satz (Euklid)
Es gibt keinen Bruch z = g mit p,q €N, (p,q) = 1 so, dass 2% = 2

Beweis

2
2¢° =p? = 2| (p2 = (HTE7> ro‘(T)) ), d.h. 2| Hre’P r2e(r)
= a(2) > 1= 22| p? oder p = 2s
2¢2 = (25)? =452 = ¢> =252 = 2| ¢ = (p,q) = 2 — Widerspruch O

1.2.4 Definition

Es seien a,b € R,a < b

Wir setzen

1. Endliche Intervalle:
[a,b] ;== {z € R;a < & < b} abgeschlossen
[a,b) :={z € R;a < x < b} halboffen
(a,b] :={x € Rya <x <b} halboffen
(a,b) :=={x € Rya <z <b} offen

2. Unendliche Intervalle:
[a,00) :={x € R;z > a} abgeschlossen
(a,00) :={z € R;z > a} offen
(—o00,b] :={z € R;z < b} abgeschlossen
(—o00,b):={z € Rz <b} offen

3. Entartete Intervalle:
{a} =[a,a] abgeschlossen
0 =(a,a)

R = Cg) = (—o00, 0) } offen und abgeschlossen

4. Spezialfille R, := {z € R;z > 0}
R* ;= {z € R;z # 0}
RL =R, NR* = {z € R;z > 0}

1.2.5 Definition
Eine Teilmenge M C R heifit induktiv, wenn gilt:

1.1e M

2.2eM=2+1ecM

Diskussion
e Beispiele: R,Ry, [1,00)

e Bemerkung: Ist (M), 4 eine Familie induktiver Mengen, so ist

M = ﬂ My ={z e Rz € M, Ya}
acA

VL: Mo, 2002-11-04
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auch induktiv.
Beweis

1. 1€ M, weil 1€ M, Va e A

20eM™ reM, Va2 s 1 eMVa=2+1eM

<

1.2.6 Definition

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist die kleinste induktive Menge in R, d.h.

Ni= (| M

MEeR
M induktiv

Zy =NU{0},Z:=7Z; U{-N}

1.2.7 Das Prinzip der vollstidndigen Induktion

Es sei M C N und induktiv. Dann ist M = N.

Beweis: zz. M CNund NC M

1. M C N ist vorausgesetzt.

2. N C M, weil M induktiv O

Etwas Rechnen mit reellen Zahlen

1.2.8 Satz (Die binomische Formel)

Fiir a,b € R und n € Z, gilt

(a+b)" (n) alb" I =" =1

Beweis durch Induktion iiber n

en=1:

(a+b)"

1
1\ ..
a—l—b:E (,)ajbl_]:b—l—a
=0 M
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e n > 1 bewiesen

)T = (a+b)"(a+b)

(a+b

)ajb” I(a+D)
n n . . . .
— Z() (aﬁ‘lb" Iy gipntt J)
" /n
= @i Tlpnt1)— (J+1)_|_ < )a’b”“ J
> () > ()

7=0

B
e B () (e (o
() e

- %(n—fl)ajbn+l—j‘j

=0\ J

.

Diskussion:
L2r=3"0 (%)

2. 0= (=17 (})

3. {(;)} = Binomialkoeffizienten

4. Identitédten der Binomialkoeffizienten fiillen Biicher, z.B.

> ()6 -(0)

wobei (?) =0fallsj>n
zB. firr=s=n

> ()6")-()-%0)

5. (a4 b)? = a® + 2ab + b?
(a+b)(a—b) =a%—b?

1.2.9 Satz (Die geometrische Reihe)
Fiir x € R und n € N gilt
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Beweis

(1-x) ij =
j=0

NIE

(a7 — 29*Y)

Il
o

1—2)+ (x—2d) + (@ —2®) +... + (2" — 2™
_xn—i-ll:‘

|
—_ o~ S

Diskussion: Die Reichhaltigkeit von R nach I),IT)
1. Z C R = R ist unendlich

2. FirmeZund n € Nist mn~! € R

und mn~ ' =m/n’"! <= mn’ =m'n

D.h. die Menge der rationalen Zahlen ist
Q:= {mn_1 eRimeZ,ne N}
und in R enthalten.

3. Schock: Q ist ein angeordneter Korper! Ist Q = R?

VL: Do, 2002-11.07 1-2-10  Satz

1.n>1VneN
2. mneN=m+nmneN m>n=>m-necN
3. (mym+1)NN=10
4. )AACN=Inc€Amita>nVac A
(“Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen hat ein kleinstes Element.”(1.1.19))
Beweise

z.B. 1. Annahme: es gibt @ € N mit ¢ < 1. Dann wire N\{a} =: N/ immer noch
induktiv, denn 1 € N\{a} und mit n auch n + 1. )
Anderes Argument: Die Menge N := {n € N,n > 1} ist induktiv =N =N

3. Esseim e N,sodass NN(m,m+1)dn=>m<n<m+1 (:2>) n—m €N,
aber n —m < m+1—m = 1 wegen Monotonie = Widerspruch zu (2)

1.2.11 Definition

Wir setzen
1, >0
sgnxr = 0, z=0
-1, =<0
Damit definieren wir
z, x>0
|z| ==z sgnz = 0, =0

-z, <0
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1.2.12 Hilfssatz
1. la]=0 < a=0
2. Jab| = allt
3. Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b|
4. —|z| <z < ||

5. la+b| = |la] —|b]|

Beweis
1. v/
2. (a) a =0 oder b = 0 = Behauptung
(b) a,b#0=
|ab] = sgn(ab)ab, |al|b| = sgn(a)sgn(b)ab

Also ist die Behauptung dquivalent zu sgn(ab) = sgn(a) sgn(b) durch
Nachpriifen aller Falle
3. (a) a=0oder b=0v/
(b) a,b#0, |a|] < b o.B.d.A.
i a,b>0v
ii. a,b<0=>a+b<0

= |a+ bl =sgn(a+ b)(a+b) =sgn(a+ b)a + sgn(a + b)b
—_——
=1

= sgn(a)a + sgn(b)b = |af + [b|

iii. b>0,a <0 (0.B.d.A)
—laf = bl < a+b=1[b] —[a] < [b] +a],
d.h. —Ja| — [b] <a+b< |a| + [b|
= la+ b <af + [b]

Bemerkung: z € [-R,R] < —-R<z< R < |z|<R
4. /
5. z.z. —|la+b| < |a] — |b] < |a + Y]

lal =la+b—0b| <la+0b|+[—b] = |a+b|+ |b] = |a| — [b] < |a+ b
Analog |b| — |a| < |a+b] = |a| — |b] = —|a + b O

1.2.13 Satz (Bernoullische Ungleichung)

Fiir x > —1 und n € N gilt

(1+2)" >1+nx
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Beweis durch Induktion iiber n
en=1
e n > 1 bewiesen

1+2)"" = (1+2)"(1+a)
>0

Moot l4+nx)l+z)=1+nz+z+nz
= 1+Mm+Dz+n®>1+n+1)x
>0

2

Bemerkungen

1. Fir x > 0 konnen wir auch die binomische Formel benutzen:

(1+x)":§n: (f‘)ﬂ > 1+ na

=0\

2. sgn: R* — {-1,1}
R* abelsche Gruppe bez. sgn (ab) = sgna - sgn b heifit, dass sgn ein Homo-
morphismus von abelschen Gruppen ist.

1.2.14 Satz

Esseiena; e R,i=1,2,...,k

Dann sind
k k—1 k k—1
E a; = E a; + ap und Hai: Hai ak
i=1 i=1 i=1 i=1

unabhéngig von der Reihenfolge der a; und von jeder Klammersetzung. (Allg.
Assoziativ- und Kommutativgesetz)

Einige Grundbegriffe der Kombinatorik

Gegeben sei eine Menge mit n Elementen, k € N,,. Wir sprechen von

1. (Z) k-Kombinationen {ay,...,a;} ohne Wiederholung und ohne Beriick-

sichtigung der Anordnung

2. (D)k!'=n(n—1)---(n—k+1) k-Kombinationen ohne Wiederholung mit
Berticksichtigung der Anordnung

3. ("+II§_1) k-Kombinationen mit Wiederholung ohne Beriicksichtigung der

Anordnung

4. n*  k-Kombinationen mit Wiederholung und mit Beriicksichtigung der
Anordnung, z.B. Worte

Beweis: Ubung
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1.3 Das Vollstédndigkeitsaxiom
Beispiel 1

Achilles Schildkrote

0 10m
t1 = 1s 10s 11lm
to=1+10"1s 11 104 10°+ 1071
toy = 32755 101 >jmg 101
n—2 n—2
. 1—10-(=1 10 10
thoq = 1077 = :7:—(1f1*<"*1>)<
= tn-1 ;O 0 ;0 1-101 9 0 9

VL: Mo, 2002-11-11

1.3.1 Definition

Eine Folge ist eine Abbildung

r:N — R
{1,23,...} 5n — z(n)eR
—

Schreibweise: x =: (7,),,cy
Jedenfalls stellen wir fest:

Fiir (tn), ey gilt: (1) 0<t, <2 VReEN  (2) tyyy >t, VR €N
Fiir (z,),cy gilt: (1) 0< 2, <104 22 (2) Zpi1 = Tp

1.3.2 Definition

e Eine Folge (z,)

nen heiBt nach oben (unten) beschrdinkt, wenn es C € R
gibt mit

2, <C (2, 2C) YneN

e Eine Folge (7,), oy heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.

e Eine Folge (z,,),,cy heifit monoton wachsend (fallend), wenn gilt

anrl > T (xn+1 < xn)
e Eine Folge (1), oy heifit monoton, wenn sie monoton wichst oder fillt.

Beispiel 2

Euklid (1.2.3): es gibt kein z € Q mit 2? = 2.
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»3childkrétenversuch:

2
1 1 8 1 4
$i+1—2 = <2<$n+xn)> —2—4($i+4+xz)—4:4($%—4+2
1 22
= —|lzp,——) 20
4(1: a:n)
1 9 2 1,
= — -2 < = -2
(@ -9 <5 (6 -2)
Monotonie?
1 +2 2z, 1(2
Tnbt mdn =\ 2~ 2\z, M
1 2
— R(Q—xn)g()

0<xi+1—2<é(xi—2)(xi—2)

wegen Monotonie:

1
0Lz, <21 =2, <221 <27 = ngn—Qéxl—Zzi
1 1 ma. /1 \"
0<aZy -2 < (-2 (-2 < g (o2 -2) (32> (2 —2) =
1 1 1 1
S T 7w ST T
4 (1+430)" 34 1+31n

Axiom III: Vollstindigkeitsaxiom

Jede nach oben beschriankte Teilmenge von R besitzt eine kleinste obere Schran-
ke.

Diskussion

1. M C R nach oben beschrinkt <= IC e R: 2 <CVx e M
C heifit dann obere Schranke von M.
C heif3t kleinste obere Schranke von M, wenn gilt



1.3 Das Vollstindigkeitsaxiom 21

(a) C ist obere Schranke
(b) Fiir jede obere Schranke C’ von M gilt C' > C.

Die kleinste obere Schranke von M heifit das Supremum von M, in Zeichen
sup M.

2. N, ist nach oben beschréinkt mit supN,, = n, weil
(a) n ist obere Schranke, (b) n € N,
Denn fiir jede Zahl z € R mit = < n gilt: « ist nicht obere Schranke von
N,,.

1.3.3 Hilfssatz

Besitzt M C R eine obere Schranke C' mit C € M, so ist C' die kleinste obere
Schranke von M. In diesem Fall schreiben wir C' = sup M =: max M.

3. Ist C =sup M ¢ M, dann gibt es zu jedem C’ < C eine Zahl x € M mit
C' < z < C. Andernfalls wire z < C’' Vo € M = C ist nicht die kleinste
obere Schranke.

4. zuriick zum Beispiel der Folge x,,11 = % (azn + w%) ,T1 = % !

Esgilt 1 < z, < % und 2,41 < 2, Vn € N. Dann ist sup (z,)

neN —
max (T ),y = 5 — uninteressant!
Also interessiert uns die grfte untere Schranke, genannt inf (z,,),, oy (In-
fimum)!

1.3.4 Hilfssatz

Jede nach unten beschriankte Teilmenge von R hat eine groite untere Schranke.

Beweis

M CR,z > —cfireinc € Rundallex € M = —x < ¢ Ve € M, d.h.
—M := {—x;x € M} ist nach oben beschrénkt.
Dann ist aber —sup(—M) = inf(M). O

Es sei jetzt x := inf (2,,),c. Ich will zeigen, dass 22 = 2 gilt. Dazu geniigt
es z.z., dass (a) 2 > 2 und (b) 2% < 2.
(a) Nach Definition ist 2 < 22 < 22 Vn € N, weil 2 < x%_H < z2.

x

2
n
(b)Weitergiltzi}2‘7nundx272§z%f2§%~32%:?> 22

1.3.5 Satz (Die archimedische Eigenschaft von R)

Zu jedem x € R gibt es ein n € N mit n > x.

Beweis

Annahme: das ist falsch = es gibt t e Rmit n <z Vn € N
= N ist nach oben beschrinkt, setze Cy := sup N.
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1. Fall: Cy € N = Cyp+1 € N = () ist keine obere Schranke. —
Widerspruch

2. Fall: Cy¢ N.Danngibtesn e Nmit Co—1<n<Cy=n+1>Co—
Widerspruch

O
1.3.6 Hilfssatz
EsseigeR,¢g>1

1. Zu jedem z € R gibt es ein n € N, so dass ¢" > x

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein n € N, so dass (7) == <e

Beweis

1. Setze g =:1+xp mit zg =q—1>0
Nach Bernoulli gilt dann ¢"™ > 14 nxg > « fiir gegebenes z € R und
passendes n € N, wenn nédmlich n > f—o

1 _ 1 1 1 1
2. 7 = UFz0)” S TFnao S qag <& wenn n > -
O
Beispiel:

VL: Do, 2002-11-14
SeiM:={1-LtineN}.Dhaz>1=2>1-LVneN

Vermutung: supM =1, d.h.:
1. 1 ist obere Schranke.
2. Wenn C’ obere Schranke = C’ > 1

Annahme: 3IC"<1:C'>1- % Vn. Setze C' = 1 — gq fiir ein £y > 0. Dann
st l—gp<1—1 = 1<z —Wid

n

O
Beispiel 2:
3 1 2
1;1—5, $n+1:§ Z'n+7 , nGN
3
5:1:123322. 2 Tppr =1
9 2 <o 11
ST SET e

d.h. M = {z,;n € N} ist nach unten beschrénkt durch 1.
x = inf M € R, Vermutung: 2% = 2



1.3 Das Vollstindigkeitsaxiom 23

Beweis der Vermutung:

1. Annahme: z2 > 2,
d.h. 22 =2+ ¢ mit g9 > 0
= m% > x2, weil x,, > = > 0 und deshalb

11
2 \2 R \77
+e0 < sc —|—432n < €9 432HVn€N

oder 4 - 32" < %Vn € N — Widerspruch zu 1.3.6

2. Annahme: 22 < 2,
dh. 22 =2 —¢p = es gibt 2’ >z mit 22 <2< 22Vn e N (1)
= z ist nicht die grofite untere Schranke von (xn)nEN — Widerspruch.

Zur Konstruktion von z’ setzen wir 2’ = x + Tn’ méeN=

(a) o' >z
(b) @ I2+2ﬁw L2t Z <o
= & (233 + — ] < o d.h. diese Ungleichung ist erfiillt, wenn 2 < &,
<2z+1<5

— moglich nach Archimedes

1.3.7 Hilfssatz

Es gibt ein 2 € R mit 2% = 2. (Bemerkung: Gilt 22 = 2, so gilt auch (—z)? = 2.)

1.3.8 Definition

Die Elemente der Menge R\ Q = {z € R;z # % Vp € Z, Yq € N} nennen wir
die irrationalen Zahlen.

1.3.9 Satz (Die Existenz der n-ten Wurzel)

Zu x > 0 und n € N gibt es genau ein y > 0 mit der Eigenschaft
y =z

Beweis:

1. Existenz: Wir setzen y = inf{z > 0; 2" > x}. Dann gilt y" = z.

1. Fall 4™ > z, y™ = x + gg. Dann gibt es ein 3/ < y mit 4™ > x = y ist
nicht untere Schranke.



24 Die reellen Zahlen

m i \J

1/
save- 2 (M

mjzo 7

Fiir hinr. grofles m ist ¢g > %

2. Fall y" <z, y" =2 —¢p

Dann gibt es ¥’ > y mit ¢ < x, d.h. fiir 2 > 0 mit 2" > z gilt 2 > ¢ > y.
Also ist y nicht das Infimum. Wir setzen wieder ¢’ = y + % und rechnen wie
oben.

2. Eindeutigkeit: Aus y >y’ > 0 folgt y™ > ¢y Vn € N. O

1.3.10 Definition

Die eben definierte Zahl y heifit die n-te Wurzel aus x:

Ve =ux

3=

Bemerkung:

Wir haben also eine Abb. konstruiert:
Ry>x— {YreR,
Diese Abbildung ist invers zu der Abb.
Risz—a" eRy
1.3.11 Definition
Eine Abbildung R D M — R heifit eine (reellwertige) Funktion.
Speziell heiit die Funktion R 5 = +— 2™ € R (welche fiir gerade n weder

injektiv noch surjektiv ist !) das Monom n-ter Ordnung. Jede reelle Linearkom-
bination von Monomen heifit Polynom.
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n
p(x):Zaja:j a; €R,j=0,...,n
§=0

Die Zahl gr p := max {j € N,, U{0};a; # 0} heifit der Grad von p.

Ist {j € N;a; # 0} =0, so setzen wir gr p = —oo.

Bemerkung:

Die Polynome bilden einen R-Vektorraum; dieser VR ist abgeschlossen unter
der Multiplikation.

pr(z) = Z ajkxj

320

(p1p2) (@) == p1(2)p2(z)

= g a2’ E apaz”

320 k=0

= E ajlak2x3+k

J,k20

= E ZZ?l E aj10k2
>0 7,k=0
jt+k=l

Diese Multiplikation hat die Eigenschaft gr (pi1p2) = gr p1 + gr pa.

Beispiel 3:

Die stetige Teilung (mit = > % 0.B.d.A.) verlange

<~ " +zx=1
2¢ 1

2

P —_— 7:1 —

+ =1t
1\2

(2+3)

——

A1sox+§=\/§=%\/5 —  z=3(v/5-1)=0,618033...

Der ,,Goldene Schnitt* p := x ist irrational.
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Es gibt noch eine zweite Losung, namlich:
1 1 1
—— ——vH=——(1 5
5~ 5Vh=—5(1+V5)
1
—£:§(1+\/5):p+1::7
Dann gilt pr =1= (V5 - 1)3(v5+1).

&
Il

2?2 — 2 = 1 hat die Losungen —p, 7.

1
P=r+1 = z=1+-
x
=14+ —
1+~
x
1
= 1+71 (Kettenbruch)
1+
1+ —
also V5 =1+
1+
1
1+ —

Es gibt viele (pseudowissenschaftl.) Anwendungen des GS: Architektur, Bio-

logie, bildende Kunst, Literatur, ... (Verwendung iiblicherweise 0,62)

Beispiel 4:

»Die Vermehrung der Kaninchen® nach Leonardo von Pisa (~ 1170 -
~ 1240) aka Fibonacci

Annahme: 1 Kaninchenpaar erzeugt in jedem Monat ein neues Kanin-

chenpaar, das neue Paar tut dasselbe ab dem 2. Monat.

Frage: Wie viele Kaninchen gibt es im n-ten Monat?

F.,neZy,Fy=0,F =1 (Anfang)
SR =1,F=1+1=2...

FnJrl:Fn'i_anl

L]2]3]4]5]6]7
Lf1f2]3]s5[8[13]

,Fibonacci-Zahlen*

0
0]

41516
3158
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Problem: Wie kann man die F,, explizit (also nicht rekursiv!) ausrechnen?

Ansatz:

F,=a" a>0
= an+1 _ an + an—l

= a’=a+1

= ai:%ui¢®

modifizierter Ansatz:

Fp,:=aya +a_a” a+r €R
= Fn+1 = G+O[i+1 + a,o/frl
=ai(a} +at ) +a_(a" +a")

= Fn + Fn—l
Bestimme a4 so, dass
Fy=ay+a_=0 <= a_ = —ay4

und F} =aray +a_a_ =1

=ay(og —a-)

1
:Cl_;’_\/g — aJF:E:

Also: F, = % (1 + \/5> L (1 — \/5> (Formel von Binet)

Relationen:
n n n_ .
S B = Faa -1 =3 (")
=0 =N
" n
z()szan
j

j=0
Beispiel 5: Mittelbildung
1.3.12 Definition
Gegeben seien n Zahlen a; € R . Wir setzen

1. Die Zahl n +
a ... tay
Alay, ... ay) = AT T

heiit arithmetisches Mittel der a;
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2. Die Zahl
G(ay,...,an) = Yas -... ay

heifit geometrisches Mittel der a;
Im Folgenden: a; > 0

1.3.13 Satz

Fiir beliebige positive Zahlen a;, ¢ € N,, gilt die Ungleichung
G(ay,...,an) < A(a1,...,a,) (,AG-Ungleichung®)

Gleichheit gilt genau dann, wenn alle a; gleich sind.
Beweis: Durch Induktion iiber n € N.

n =1 Offensichtlich.

Sei ,n > 1“ bewiesen, geg. a,..., ant1 > 0. Aquivalente Formulierungen:

1.
ar+...+a
n+1/a1...an+1<%
2.
a a < (a1+...+an+1)n+l
1 pp1 S| —————————
n+1
3.

a1+ ...+ apnt1 = (n+1) "Vay .. any1

Wir benutzen letztere zum Beweis.

Vorbemerkungen:
1. Sind alle a; =a >0 i€ N,, so gilt

G(ay,...,an) = A(ay,...,ay)

2. Ist die Ungleichung bewiesen fiir die Zahlen Aaq,...,Aan+1 mit einem
A > 0, so ist sie auch bewiesen fiir die a;, weil G/A(Aay, ..., Aapt1) =
AG/A(ay, ..., an+1) (Homogenitétsrelation)

Also diirfen wir annehmen, dass:

3. a1+... ap+1 =1 und auBerdem dass:

4.0<an+1<1
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Dann ist die gewiinschte Ungleichung dquivalent zu:
a1 +...+app12n+1

Also kénnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden und finden:

1
=na, " =:n- v mit y = a1 <1

?
a1+ ...+ ap+ans1 >ny_1+an+1 =y"+ny t>n+1
————

>ny~1!

71—y n-l o
:’”>y1—yy =y) v =yttt
§=0

Und das ist wahr. Tatséchlich gilt ,>“, weil y < 1. = volle Behauptung.
O

Beispiel 6

Ein Wasserbecken wird von drei Wasserhdhnen gefiillt. Der ¢-te Hahn fiillt in
x; Minuten das Becken zu einem Drittel. Wie lange benotigen alle drei Hahne
gemeinsam?

x ist die gesuchte Zeit, dann ist

A
€Xr; =

3x;  3xs 313

3
7:ZHZL’,$,"E
L—i—é—‘r?lg (1 2 3)

1.3.14 Definition

Die Zahl
H(ay,...,an) =

heifit das harmonische Mittel von aq,. .., ay.
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1.3.15 Satz
Fiir bel. ay, ..., a, gelten die Ungleichungen
H(ay,...an) < G(ay,...an) < A(ar,...an)

n ay+...+ay
< "al-...-angﬁ

VL: Do, 2002-11-21

Beweis:

(Nur fiir den linken Teil, der rechte wurde bereits bewiesen.)

1 a;>0! 1
H(a17~--;a7z>: <
) o)
1 An aq (e 2%
1
= - = a1 ... a, =G(ay,...,ay)
\ A1 ...'Qnp
Anwendungen:
l.z20;a1=...=ap,1=1;a,=1+nx
—1+1
"1+m<w:1+x
n

= 14+nz<(1+2)" (Bernoullische Ungleichung)

2.a>0;n,peN;p<n — Abschétzung von /a?

a1 =...=a,=2a a; =1firi>p
— -1
ar POERZP _nEPODD gy Py

1.4 Die komplexen Zahlen

Problematik: Nullstellen von Polynomen:

p(m):Zajxj p:R—=R a; €R;j=0,1,...,n; R[n]
3=0

Grundproblem der Analysis: Lose die Gleichung:

flz) =0

d.h. wenn f : R — R dann miissen wir bestimmen die Menge {z € R; f(x) =
0} =: f~1({0}), das Urbild der Null unter f.

Achtung: f braucht nicht injektiv oder surjektiv zu sein!
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1.4.1 Definition
f: X =Y BCY dann sei
f7HB) ={z € X;f(z) € B}

La. wird f=1(0) (Abk. fiir f=1({0})) nicht endlich sein, der Fall ,endlich

vieler Losungen® ist aber natiirlich interessant.

Gesucht: Eine Klasse von Gleichungen (=Abbildungen), fiir die f~1(0) stets

endlich ist.
Frage: Bilden die Polynome eine solche Klasse?

Beispiele
l.grp=0 = pE)=a#0 = p10)=0

2.erp=1 = pla)=a+azr mt a #0=0=a+ax
r=-m = prlo)= {52}

3.grp=2 = px)=ap+2a17+ax® az#0

= pla)=0 <<= 22+28:+ X o
az az

aq 2 1 2
— |(z+ — | = —=5(af —apaz)
as Ay N——
=:dp
>0

-+ é\/dp falls d, > 0

dh. pH0) =
r 0 {(2) falls d,, < 0

2
Ist d, = 0, dann ist p(x) = (x + al) dh. wir kénnen — <X
a2 an a

doppelt zédhlen (rein algebraisch!)

4. grp=3 = p(a)=ao+ax+ax?®+azr® az#0

il + a@ &) =: q(z)aszx

>1 = = azz3(1
o] > p(w) = asz(1+ a3x3  a3r?  asx

1 3
mit 3 <q(z) < 3 fiir || > R hinr. grof§

Also sollte p mind. eine reelle Nullstelle haben!

1.4.2 Hilfssatz (Division mit Rest)

=

= tp7'(0) € {0,1,2}

Es sei p € R[z] := {Menge der Polynome mit reellen Koeflizienten}, gr p > 0.

Dann gibt es zu ¢ € R[z] Polynome r, s € R[z] mit
1. p=sq+r
2. grr<grgq
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Beweis: Durch Induktion iiber n :=gr p € Z;
Ind.-Anf.:n =0 Dann ist p(0) =ag #0
1. Fall: gr g > 0, dann setzen wir s := 0 und 7 :=p
2. Fall: gr ¢ =0, d.h. g(z) = by # 0, dann wihle s := ‘g—s und 7 := 0.

Ind.-Schritt: n > 0 bewiesen, gr p=n+1

n+1 m
pl) = gx (ans1 £0)  glx) = gbkx (b #0)  (grq=m)

(fest)
1.Fal: m>n+1 =s:=0,r:=p

2.Fall: m<n+1

(l‘) _ a7l+1xn+1—m

2 q(z) =: p(x) 1ist ein Polynom vom Grad n

Jr,s € R[z] mit p = 3¢ + r mit gr r < gr ¢ (nach Ind.-Vor.)
Qn n —m ~
pla) = S () + 3(@)g(x) +r(a)

= (ag:xnﬂm + g(x)) g(z) +r(x)

=:s(z)

1.4.3 Definition
Es seien p, ¢ € R[z]. Wir sagen, dass
e ¢ p teilt, in Zeichen q | p, falls es s € R[z] gibt mit p = sgq,
e g ein echter Teiler heifit, falls gr ¢ < gr p,
e p irreduzibel heifdt, falls die einzigen echten Teiler von p die konstanten

Polynome sind (also den Grad 0 haben).

1.4.4 Folgerung

Es sei p € R[z] und zp € p~1(0) C R. Dann teilt der ,Linearfaktor* [(x) := x—z¢
dieses p.

Beweis: Nach 1.4.2 gibt es s,r € Rlz] mit p(z) = s(x) - (x — zg) + r(x) wobei
grr <0, dh. r(z) =19 €R, d.h. p(x) = s(z)(x — zg) + 19, = 0 = p(x0) = ro.
O
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Diskussion: Also kénnen wir ,Nullstellen ausdividieren®. Ist zg € R eine Null-
stelle von p, dann ist p(x) = (x — zg) - p(x), gr p < gr p.

Dann ist p~(0) = {20} Up 1 (0) (siche 1.4.10)

1.4.5 Definition
xo heiflt Nullstelle von p von der Ordnung p € N, wenn gilt:
L. p(zo) =0
2. xg ist Nullstelle der Ordnung p — 1 von p (eine Nullstelle der Ordnung 0
ist keine Nullstelle). — p heifit die Vielfachheit von xg.

Beispiel: p(x) = (z — z9)" = x ist n-fache Nullstelle von p.

Idee: Polynome zerfallen in Linearfaktoren:
p(z) = ay H(x —x;) wobei 1 < x2 < ... < xp
i=1
1.4.6 Definition

Auf R? = R x R setzen wir 1 = (1,0),i := v/—1 := (0,1), so dass jedes Element
z € R? geschrieben werden kann

o 2= (z,y)

e z=zx-1+y-i=1x+1wy

’:c =: Re z = Realteil y =: Im z = Imaginérteil von z ‘

Auf R? definieren wir eine Multiplikation durch

z1ze = (x1+y1)(z2 + iy2)
= 12 — Y1y2 +i(T1y2 + T2y1)
=2=-1
R? mit dieser Multiplikation wird mit C bezeichnet (ist nicht angeordnet!).
1.4.7 Definition
Wir definieren eine Abbildung
Coz=ax+iy—ax—iy=2z€C,

genannt die komplexe Konjugation Schreiben wir Z = cg(z), so gilt natiirlich
cgocg = cg? = id¢. Solche Abbildungen, deren Quadrat die Identitét ist, heilen
Involutionen.

1.4.8 Satz

C ist ein Korper, d.h. C erfiillt die Axiomengruppe (I). R ist in C enthalten als
ein Unterkérper unter der Einbettung (=injektive Abbildung) R > 2 +— z-1 € C

VL: Mo, 2002-11-25
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1.4.9 Definition
Wir setzen

|z :=Val+y2=Vz -Zfirz=a+iyeC

und nennen dies den Betrag von z.

1.4.10 Folgerung
Fiir z,w € C gelten die folgenden Beziehungen:

1.Rez=131(z+2),Imz= 4 (z—72)

2. 2P =2-7,|2| = |7], |2w| = |2| lw|, 27! = 2 fir 2 #0

3. cg ist ein Korperisomorphismus, d.h.
eg(z +w) = cg(z) + cg(w), cg(zw) = cg(z) - cg(w)

-zt w < 2] + |w|

S

Zuriick zu den Polynomen
n .
pz) =) aja! nely
=0

a; € R,a, #0 <= gr p =n, Gesamtheit R [z], sie bilden einen R-Vektorraum
mit distributiver, kommutativer Multiplikation. (d.h. einen kommutativen Ring
und eine R-Algebra)

Interessante Frage: Was ist p~1(0)? Wir wissen, dass

1.4.11 Folgerung

#p~1(0) <grp

Beweis durch Induktion iiber n
en=0 V

e n >0 bewiesen, grp=n+1
1. Fall p~!(0) = 0 = Beh.

2. Fall 3z € p~1(0) &' p(z) = (x — z0)p(x),gr p=n
= Beh. mit Induktionsvoraussetzung O
Es gibt p € R[z] mit p~1(0) = 0, z.B. p(z) = 22 + 1 > 1. In C gilt aber
2241=0 < 22=—-1 < 2z =i,
d.h. in C hat p zwei Nullstellen!

Konnen wir die allgemeine quadratische Gleichung in C l6sen?

22+2az+b=0 sq(z) := z*
<~ (z+a)’=a’-b
< z+a€sq (a? —b) ={w € C;sq(w) = a* — b} (Urbild = Menge!)
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Diskussion

Was ist sq~ 1 (w)?
w = wy +iw,w; € R;  z=ax+1iy, P=w ==z
d.h. 22 — 9% = wy, 22y = wy

2 —y? 4+ 2ixy = wy +iwo,

1. Falz =0=>wy =0und 22 = —y> =w; <0
In diesem Fall ist z = +iy/—w1, d.h. es gibt zwei verschiedenen Lésungen
aufler fir wy =0=2=0

2. Fallz #0 =y = 52

w —
=>$—74x2 = wi
2
w
:>x4—w1m2—f = 0
9 2 2 2 2
2 w1> 4 2, Wi wy | w3 |w]
= — ) =2t —wzrt+ —— = 7_|_7_7>0
( 2 4 4 4

PR N L 0<:>x—j:\/|w|+wl _ W2
2 2 [ lw|+wy
2

d.h. es gibt 2 Losungen

(I7y):i< \w|+w1’ wa )
2 V2(|w| 4+ wy)

Geometrische Interpretation
z = cosf + isin 6 (Polarkoordinaten)

z12z2 = (cosfy +isinf;)(cosby + isinby)
(cos 01 cos By — sin By sin 05) + i(sin 61 cos B2 + sin O cos 01
cos(fy + 02) + isin(6; + 63)

22
ZQ‘
Daraus entnimmt man, dass fiir w = |w|(cos € + isin §)

~1(w) = {im(cosz +ising)}

Im allg.: 21 - 20 = |21]|22] 2 12

Beispiel Polynome dritten Grades oder kubische Gleichungen

p(r) =23 +az? +br+c=0
y:=x+35 x—y—9

p(y) —p(y—*)— y* + 3py +2q
3p—b—£ 2q = %———i—c
D :=p3+ q2 Diskriminante
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D >0 | D<0 | D=0,g#0 | D=0,q=0
1 reelle u. 2 | 3 versch. reelle | eine einf. u. ei- | eine dreifache
komplex kon- | Nstn. ne doppelte re- | reelle Nst.
jugierte Nst. Casus irreduci- | elle Nst.

bilis

Wir fiithren ein

ug = \/—q+ VD, ps =

(—1ijv§)

DN | =

Dann sind die Losungen gegeben durch
Y1 =1Uqp t U Y2 = PpUs +P-U—y Y3 = P-Uyp + U~

Germomino Cardano 1545 “Ars magna”
Nicolo Fontano gen. Tartaglia 1500-1557

Raffaelo Bombielli

Nils Henrik Abel 1823: Polynome von hoherem als 4. Grad besitzen keine
allgemeine Auflosungsformel mehr.

Evariste Galois: Eine Losungsformel existiert genau dann, wenn die sog.
Galoisgruppe von p auflosbar ist.

Wir betrachten deshalb Polynome mit Koeffizienten in C. C [z]: alle algebrai-
schen Relationen bleiben erhalten (1), aber wir haben es jetzt mit Abbildungen
p: C — C zu tun, d.h. p~1(0) wird grofer!

1.4.12 Satz (Der Fundamentalsatz der Algebra)
Fiir p € C[z] gilt #p~1(0) = gr p (Beweis spéter)

Beispiel von Fibonacci
p(z) = 23 4 22% + 102 — 20 = p(1) = —7,p(2) = 32
= x¢ ~ 1,3688081075 Fehler < 4- 107!

1.4.13 Satz

Sei p € C[z]. Dann ist

VL: Do, 2002-11-28

p(z) =0Vze€C <= a; =0Vj € Zy4
Beweis:
Richtung ,,<” trivial.

Richtung ,,=” Z.z:grp= -0
Annahme: gr p=n € Z, = #p~1(0) = n < co Wid, weil #C = oo O
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Bemerkungen
1. Das ist die Methode des Koeffizientenvergleichs. Beispiel:
(L+2)* = (1+2)" (1+2)"

2 ()2 (5 ()

=0

2. Statt p(z) =0 Vz € C schreibt man p = 0.

1.4.14 Satz
Sei p € Clz], gr p > 0.

1. Dann gilt
p()=a [ (z=2W
Xep~1(0)
wobei 1(\) die Vielfachheit von A ist und
> ) =erp
Xep~1(0)

2. Ist p € R[z] und irreduzibel, so ist gr p < 2.

(ohne Beweis — Ubungsaufgabe)

1.5 Konvergenz
V2=141...=1+4-1071+1-1072 + ...

Genauer bedeutet diese Dezimaldarstellung (geht zuriick auf Simon Sterin
~ 1600, Frage der ¥/2):

ﬁ)yn::ZaleO_j apo=1,a1 =4,a0=1,...
=0

allgemein: a; € {0,...,9} inbes. a; > 0Vj € Z;
d.h. ¥y, <yn+1 < V2 aber V2 = supy,
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Und auch: zy > 0 bel,, z,11 = %(wn +2)< 2y < Ty

x% > 2 und inf z,, = V2

1.5.1 Definition

Wir sagen, dass die Folge (z,,).en C R gegen xg € R konvergiert gdw.: zu jedem
e > 0 gibt es ein n(e) € N, sodass |zg — z,| < € Vn = n(e).

<= Ve>0: In(e) e N: (Yn = n(e): |z, —x0| <¢)
xo heift der Grenzwert von (z,,):

ro := lim z,
n—oo

Beispiele:

1. x, = 2o Vn € N ist natiirlich konvergent!

2.z, =(—1)"
Wiire diese Folge konvergent gegen z, so géibe es n(31), sodass fiir n > n(3)
gilt
|t — xo| < 3
= |Tn—Tni1| = |20 —20— (Tni1—0)| < |Tn—20|+|Tnii—zo| < 1 - Wid.
3. Ty, =n

1.5.2 Definition
Es sei (xp)nen = (x(n))neN eine Folge, definiert durch  : N — R und ¢ : N —

N. Dann ist auch z o ¢ eine Folge (z 0 ¢(n)) .

(a) Wenn ¢ streng monoton ist, d.h. ¢(j + 1) > ¢(j), dann heifit x o ¢ eine
Teilfolge von (x,).

(b) Wenn ¢ bijektiv ist, dann heilt o ¢ eine Umordnung.

Beispiele:
P(j)=j+1
o(j) =2j
P(j) =aj+b

1.5.3 Hilfssatz

Jede konvergente Folge (2, )nen ist beschrénkt. (D.h. x(N) ist beschrénkt.)
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Beweis: Sei 2y der Grenzwert von x,, dann gibt es n = n(1) so, dass fiir
n > n(1) gilt

|Tn| = |20 — 2o + 20| < |Tn — 20| + |2o| < |20 + 1

Also gilt |2z,| < max{|zo| + 1, |21, ..., |Tpa)-1]}

_yn 1 .3.3 4 1.
4. xn—zk:1E 1,§7§+§7
Hier ist 11 > x,, aber x,, nicht beschrinkt:

2n
k=n-+1

= (Zn)nen ist nicht beschriankt.

S 1 1
Zn-— = —
2n 2

T =

_ n 1 : w2
5. T, =) ,_; 7= konvergiert gegen %-.
(Schwer zu zeigen, siehe ?7?)

1.5.4 Satz (1. Hauptkriterium)
Eine monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

Beweis: (2,)n inn sei monoton wachsend (0.B.d.A), sonst betrachte (—xy, )nen,
und beschriankt. Dann konvergiert (x,)nen gegen sup,,cy Trn =: Zo.

Da: Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es ein n = n(e) mit zg — & < z,,) <
To < g+ €. Andernfalls wire ja x,, < xg—¢ Vn und damit xy nicht Supremum.

-Wid.
Wegen der Monotonie gilt aber fiir n > n(e):

Top— €< Tpe) ST STo<xote

Da ¢ beliebig war, folgt daraus die Behauptung. O

T, = 72 ist monoton wachsend, betrachte nur n > 2
k=1

"1 “ 1
1 <1 S
+Z;k2 2D

k=2
n n—1 n
1 1 1 1
+§:<k—1 P) T
k=2 k=1 =)
1
=14+1--<2
n

~ 1 1
Also gilt fiir n > 2 insbesondere Z RE—1) =1-——=1(7
k=2
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6. xn:%—>07n—>oo.
1 N 1
€>0, zz: |z, = — <efirn >n(e) < n> -
n
(nach Archimedes fiir n hinr. grof}.)

1.5.5 Satz (Rechenregeln)

Es seien (25,)nenN, (Yn)nen konvergente Folgen reeller Zahlen.

1. (xpn + Yn)nen ist konvergent mit
lim (z, +y,) = lim z, + lim y,
n—o0 n—oo n—oo

2. (% - Yn)nen ist konvergent mit

lim (z, -y,) = lim z, - lim y,
n—oo n—oo

n—oo

3. Ist lim,, 00 ypn # 0, dann ist y,, # 0 fiir n > ng und es gilt:

) (m) limy,— 00 T,
lm (— | =+—"—"77"—
n—0o0 \ Yn lim, . Yn
Beweis:
zo = limy, o0 Tn, Yo = lim,, o0 Yn

1. € > 0, betrachte

|0 4+ Yn — (0 +y0)| < |Tn — xo| + |yn —yo| <€

fiir n > max {n(f”) (%) ,n) (%)} = Beh.

2. € > 0, betrachte

[ZnYn — ToYo| = [Tn(Yn — Yo + Yo) — Toyol
= |zn(Yn — yo) + (0 — zo)yo|
< |2 (Yn = yo)| + |(zn — z0)yol
= [Znllyn — Yol + [ — zol|yo]
< CD |y, —yo| + CW |z, — xo| wobei |(x/y)n| < C®/®) nach 1.5.3
< E(C® + 0W) fiir n > max{n™ (&),n¥) (&)}

Wir haben (C®) 4 C®)) < ¢, wenn & < WT@))

3. Nach 2. geniigt es zu zeigen, dass

1 1
Ist yo # 0, so ist nlim — = —

—00
n>=no Yn Yo
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0.B.d.A. y,, # 0 Vn, € > 0, betrachte

1 1

. Iyn — yOl (*)
Yn Yo

~ [ynllyol

Ich behaupte, dass |y,| > @ firn > n (@) Es gilt |yn — yo| < yT‘)l
nach Vor., also

Yo
[Yn| = [Yn — Yo +vol = Yol — [yn — vo| > |7|
2 2¢

D.h. (%) € —=|yn — yo| < — fir n > n(é
() < Iyol2| n ol e > nle)

28 2e

3 <e <= £< %

%ol 2
O
Beispiele
VL: Mo, 2002-12-02
7.

n
jafl 1—art!
Ty = o E —
, 11—«
Jj=0

. . net1 .
Diese Folge konvergiert genau dann, wenn 9— bzw. a™t! konvergiert.

Wir wissen schon:

sea=1=x,=n+1 oo Divergenz
e 0<axl

=Ve>03In=n(e):a" <efirn=n(e)

d.h. lim o™ =0

n—o0
e a>1
= VN € N 3In(N):a" > N firn > n(N)

= Divergenz

. i iert fii >1

o Fira <0ista = —|ajund o™ = (—1)"|a|" dlverg1e'rt ir Jof > ..
konvergiert gegen 0 fiir |a| < 1

Daraus folgt: die geometrische Reihe konvergiert genau fir |a| < 1.

1.5.6 Definition

Eine Folge der Form z, = > a; heifit eine unendliche Reihe. Sie wird abgekiirzt
j=1

[&.°]
als ) a;; falls die Reihe konvergiert schreibt man auch lim z, = ) q;.
j=1 n—oo Jj=1
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1.5.7 Definition

Eine Folge (7,),, cy mit lim 2, = 0 heifit Nullfolge.

n—oo

Diskussion

8. () ist eine Nullfolge genau dann, wenn (|x,|), oy eine Nullfolge ist.

(#n),cy ist konvergent mit Grenzwert x genau dann, wenn (|z, — ), oy
eine Nullfolge ist.

9. Die Folge z,4+1 = % (xn + %) ,x1 > 0 ist monoton fallend fiir n > 2 und

x

nach unten beschriinkt, also existiert = := lim z,, = v/2. Es muss gelten
n—oo
1 2 x 9
r=zlz+ -] &= -=— &= =2
2 x 2

10. Wir suchen ein Analogon fiir ¥/a;a > 0,21 > 0 beliebig

1 a
%wﬂzp<@—1ﬂn+va

In

Dann gilt nach der AG-Ungleichung

-1 a
; In

Also ist (2y,), cy nach unten beschrénkt durch eine positive Zahl und

P
Tn

pxy,

(p— 1>37n +

Tn+1 < 1= L,y T 2 2(')

"=

Also x = lim z,, und erfiillt
n—oo

a

prp~t

<~ 2P =q
Pl

x:%((p—l)a:—&— )c}%x:

1.5.8 Hilfssatz

Es seien (2n),,cny (Un), ey Konvergente Folgen mit den Grenzwerten x bzw. y.
1. Jede Teilfolge von (x,), o ist konvergent mit dem Grenzwert x.
2. Gilt x,, <y, fir n > nyg, so gilt auch z < y.

3. Ist (25), ¢y eine beliebige Folge mit x,, < 2, < yn, so gilt auch v < 2z < y.
Insbesondere folgt aus x = y auch z = x = y (“Sandwich-Lemma”).

4. lim |z,| = |z|
n—oo
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Beweis

1. Eine Teilfolge ist nach Definition eine Folge der Form (x¢(n))n oy it o
N — Ninjektiv. £ > 0 sei vorgegeben, dann gibt es n(e) so, dass |z—x,| < €
fiir n > n(e).

Weil ¢ injektiv ist, gibt es ein m(e) so, dass fiir m > m(e) auch ¢(m) >
n(e) gilt. Dann gilt fiir m > m(e) [z — 24(m)| wie gewiinscht.

2. Wir betrachten 0 < w, =y, —x, — y — ,

z.z. y —x > 0 oder: (wy),, oy konvergent mit Grenzwert w und w, > 0 =
w = 0 Wire w < 0, Sowarefﬁrn>n<@)

Oéwn:wn—w+w<w+\wn—w|<—|w\+7:—7<0

— Widerspruch. Bemerkung: Aus x, < y, Vn folgt i. allg. nicht x < y.
(Gegenbeispiel: z, =0Vn, y,==1)

3. Wende 2. an auf (x,,),(z,) und (2,),(yn) = 2 < 2,2 < y
4. |zn] = |2|| < |zn — 2] < e fiir n > n(e) !
Beispiele

11. Wir betrachten die Folge
— y\"
xn.—<1+ﬁ> neNyeR y>0

Wir berechnen nach Binomi

n

%;CﬁiiMnU;yﬂng

|
=0 J:

S0 (505

j(]

Frage: Ist diese Reihe konvergent? Wegen der Monotonie geniigt es, Be-
schrianktheit zu zeigen. Wihle jo € N mit jo > 2y. Dann wird fiir j > jo

i o jo 71\ 7o
pov ()
g Jot (Go+1)---5 T gol \2

Jo jo n 1\7
:>Fﬁrn>joistxn\z Z y 210 I = C(y) + LO'2JO Z (2>

=0 et Jor i
> ' 1
< Cy) +C'(y Z() (y) + C'(y) - T
=0 2
o

d.h. exp(y) := Z % konvergiert.
j=0 "
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Also gilt fiir n € N z,, < exp(y). Wihle jetzt ein N € N und ein ¢ > 0.
Dann ist fiir n > N auch

j=0
N i
> (1—6)2% fiir n > n(e), denn
j=0
1 j— 1
lim <1>~~~<1]>1fﬁr1<j<N.
n— o0 n n

Also folgt, fiir jedes N und fiir jedes ¢, nach 1.5.8.2

N
exp(y) = lim x, > (1 —¢) Z =

n—oo

genauso Nz exp(y) = lim x, > (1 —¢)exp(y)

n—oo

Weil € beliebig (z.B. € = 1,k € N), folgt

lim z, = exp(y) = Z 0T

n—00

1.5.9 Definition

Die Abbildung
Ro>yr—exp(y) €R

heifit die Exzponentialfunktion. Die Zahl e := exp(1) heifit die Eulersche Zahl.

Problem

Erkenne Konvergenz ohne Kenntnis des Grenzwertes und ohne Monotonie!
Fiir alle ,,, 2, in der e-Umgebung gilt |z, — z,,| < 2¢. Also

(zn) konvergent = Ve > 0 In(e) Vn,m = n(e) 1 |x, —zm| <€

1.5.10 Satz (Das Cauchy-Kriterium)

Eine Folge (7,),,cy ist genau dann konvergent, wenn

() Ve>03n(e) Vn,m =n(e): |z, —azn| <e

Beweis

e “=7 erledigt (und trivial)
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° “@”:
a) Die Folge (z,,),,cy ist beschrénkt, denn fiir m > n(1) gilt

(*)
|Tm] = [2m = Za) + Ta)| < [2m = Tn)| + 20| < 1+ [20)]

= |om| < max {|z1],..., xn(1)|}—|—1::C’

b) Fiihre die Folge ein
—C < = 5 {m; > 1} < C

Dann gilt y,11 < Yn, d-h. (yn),,cn ist monoton fallend und beschrénkt mit

Grenzwert y := inf y,. Dann ist y auch der Grenzwert von (), oy, d.h.
n

(z,) ist konvergent.

Zu e > 0 wihle ny(g) so, dass y < y, < y+e¢ fiir n > ny(e). Dann wihlen
wir na(e) so, dass |z, — ;| < € fiir m,l > na(e) nach (x).

Wihle dann ein kg > na(e) mit |xk0 — yn1(5)| <e.

= fir 1 >na(e) | —y| = |21 — Ty + Tho — Yny(e) + Ynr(e) — Y|
<zt = hol + [Tro = Yny )| + [Una o) — y| < 3e

d

Beweis 2

1. Es geniigt zu zeigen, dass es eine Teilfolge (7,;)jen mit n; = ¢(j) von
(zn)nen gibt, die konvergiert. Denn gilt

|1'nj 756‘ <e Vj 2](5)

so gilt fiir nj,m > n(e)

| = | = [@m = )+ Ty —
Sam =t |+ |ang, — 2]
<ed+e=2

falls nz .y > n(e); aber nj) > -3(5), d.h. wir withlen j(g) = max{j(e), n(¢)}
und benutzen denselben Beweis.
D.h. aus der Konvergenz einer Teilfolge folgt die Konvergenz von (2, )nen-

2. Wir wissen, dass (2, )nen beschrankt ist:

ag < xp < by Vn,ao<b06R

Es gibt 2 Moglichkeiten:

ao + b
2

1. Fall: z,, € {ao, ] fiir oo viele n € N

VL: Do, 2002-12-05
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b
2. Fall: z,, € {ao—;— O,bo} fiir oo viele n € N
b
Im 1. Fall: b; := a0—2+— O,a1 = ag
ag + bg
Im 2. Fall: a; := 5 ,b1 :=bg

Induktiv konstruiere ich (a;)}_o, (b;)7_o mit

(a) ap < a1 <...<ayp <by <byo1 <. < by
(b) zm €]

¢) by —a, = boz_% = (b, — an)nen ist eine Nullfolge.

ap, by fiir unendl. viele m € N.

—~

Induktionsschritt: Dann konstruieren wir a1, b,+1 wie im 1. Schritt:

b b

Ont1 = Ap  bpg1 = a”; 2 falls x,, € [an, an;— n] fiir oo viele n € N
b b

bpi1:=bp Gpy1:i= a”;— 2 falls x,, € {an;— n,bn] fiir oo viele n € N

Dann haben wir zwei Folgen (an,)nen, (bn)nen konstruiert mit:

(IS1) (@n)nen ist monoton wachsend
(bn)nen ist monoton fallend

(IS2) a, <b, YneN

(IS3) (by, — an)nen ist eine Nullfolge

Dann existiert a := lim,,_, @, und b := lim,,_,~ b, nach IS1/2 und dem
Hauptkriterium, und nach IS3 (und der Addition von Grenzwerten) gilt
b—a=0 <= b= a Nun konstruieren wir eine Teilfolge (z,,)jen von

(z,), indem wir

njy1 > nj so wihlen, dass ., € [a;41,b541].

Dann konvergiert nach Konstruktion (z,,);en gegen a, denn

|Zn; 4 —al < (bj11 —aj41) — 0 (j — 00).

1.5.11 Definition

Zwei Folgen (an)nen, (bn)neny mit den Eigenschaften (IS1)-(IS3) heifilen eine
Intervallschachtelung.
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Diskussion des Cauchy-Kriteriums:

Wichtig ist der Fall unendl. Reihen
(*) xz, = Z a;
j=1

Zwischenbemerkung: Aus (x) folgt
T1 =01,Tp4l = Tp +0p <= Ap = Tp4l — Tn-

D.h.: Jede Folge lisst sich als unendliche Reihe schreiben. (trivial)

Fiir unendliche Reihen lautet das Cauchy-Kriterium:

Ve>0: 3n(e): Vn,m >n(e) mit n > m: Z a;| <e
j=m+1
1.5.12 Satz (Majorantenkriterium von Weierstraf3)
Essei b; > 0Vj € Z; und ) b; konvergent. Dann ist auch ) a; konvergent fur
jede Folge (a;);ecz, , die der Bedingung

la;| < C-b; fiir j > jo € Z4 geniigt.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist b; konvergent, d.h. zu e > 0 gibt es n(e) € Z4, sodass
fir n > m > n(e) gilt
Z bj <e.

j=m+1

Dann gilt fiir n,m > max{n(e), jo}

n n n
Sooail< Y agl<C D> bi<Cre
j=m+1 j=m+1 j=m+1
Hieraus folgt die Behauptung, weil € beliebig ist. O

Beispiel
Fiir jede beschrénkte Folge (a;) en ist ) i>1 j—,ﬁ konvergent falls k > 2, denn

4
ik
J

X X

laj| _ ¢
<TQ<72

wenn |a;| < C Vj.

Die wichtigste Majorante ist allerdings die geometrische Reihe.
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1.5.13 Folgerung

Ist > a; konvergent, so ist (a;) eine Nullfolge. Beweis: bereits erbracht. (Die

Umkehrung gilt nicht: 3, % ist divergent, aber % ist Nullfolge.)

Beispiel

Wie verhalt sich:

o0
Sy
j=1 J
2n+1 i1
_1)d
Toan4+1 = Z L
=7
_ (_1)211—1 (_I)Zn
e N T N R |
1 n 1
=X n—1— —
=17 oy 2n +1
< Ton—1
Ton < Tan42

D.h.: Die Folgen (x2,) und (z2,+1) bilden eine Intervallschachtelung, sind
also insbesondere konvergent mit selbem Grenzwert!

1.5.14 Satz (Leibniz)
Es sei (a;) en eine monotone Nullfolge. Dann ist Zj%(fl)j’laj konvergent.

Beweis: Wegen der Monotonie und lim; .o, a; = 0 ist a; = 0 Vj oder a; <
0 Vj. O

1.5.15 Definition

Die Reihe )" a; heifit absolut konvergent, wenn die Summe der Betrige (also
>~ la;|) konvergiert.

Bemerkung

Nach Weierstraf} ist jede absolut konvergente Reihe konvergent (b; = a;), aber
nicht umgekehrt:

—1)y-1

Z (]) =log2 (Basis e)
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Systembriiche oder g-adische Entwicklung

Beispielhaft fiir g = 2 - Dualbruchentwicklung (Leibniz)

Sei € Ry. Dann ist die Menge {n € Z; 2" < z} nach oben beschrinkt, hat
also ein Maximum ny = ng(z). Dann gilt 2™ < z < 2o+l dh. & = 2™ + ¢,
mit ¢, < 270+l — 9no = 9no,

Dann gilt 0 < 2770¢, < 1. Setze t_p, = tx, Y—n, := L.

1\ . J1
1) =|0,= -1
[0,1) {0,2> U {2, >
1. Fall: 27"0t_, €[0,3) =t_,, <2m0~1 Yongr1 =0

2. Fall: 2770t _, € [3,1) =271 <ty <270, y_po41 =1
Damit konstruieren wir eine Intervallschachtelung mit

ay = Z yj~27j7 b, :=a, +27".

Jj=—no
Ist also z =: ay, + tp, so gilt ¢, € [0,27™) oder 2"t,, € [0,1). Dann wiederhole
den vorigen Schritt!
1.5.16 Satz (Die g-adische Entwicklung)

Zu jedem z € Ry und g € N mit g > 2 gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
y; €{0,1,...,9 — 1} so, dass

o .
>y

Jj=—no

Dabei gilt niemals y; = g — 1 Yj = jo.

Bemerkung:
1=2°
= 1= /1 11
1= g 277 = — g - == =1
2 4 (2> 21-1
Jj=1 jIO 2
Schreibweise:

x:(yfno”'yanl"'yn”')
=Y-no---Y0:Y1---Yn

Dezimalsystem: ¢ =10

Sexagesimalsystem: ¢ = 60 (Babylonier)

g = 20 (Mayas)
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VL: Mo, 2002-12-09
Bemerkung FEine solche g-adische Entwicklung heifit periodisch, wenn gilt
aj4m = a; fir ein m € Nund j > np € N.

8 : 3 = 2,6. Nach diesem Beispiel vermuten wir, dass periodische g-adische

Briiche rational sind!
0B.dA no=0(), aj = ajyrm Yk € Zy

o0 m—1 mt-(m—1) oo kmtm—1
=Y a9 =Y a7+ Y b=d Y ag
j=0 j=0 j=m k=0 j=km
co m—1
:ZZ%"Q_] —km mitj/Zj—km, j=j'+k:m, O<j’<m—1
k=0 j'=0
m—1 oo m—1 1
= Z aj/g_J Zg_km = Z Clj/g_] m S Q, denn g_m <1
j3'=0 k=0 3'=0

Frage: Gilt auch die Umkehrung:
x € Q = die g-adische Entwicklung ist periodisch?

Axiome fiir R
(I) Kérperaxiome: auch fiir Zy, Q,C
(IT) Anordungsaxiome: auch fiir Q

(IIT) Vollsténdigkeit

1.5.17 Definition

Eine Folge (7,),y in einem angeordneten Korper heifit Cauchy-Folge (CF),
wenn gilt:

Ve>03n(e) e N: Vnome N, nym =2 n(e) : |a, —om| <€
Die Folge heifit konvergent gegen x, wenn gilt:

Ve>03n(e) eN: VneN,n>2n(e): |z —z,| <e

1.5.18 Definition und Satz

Ein geordneter Koérper K heifit archimedisch, wenn N(K) die archimedische Ei-
genschaft hat, d.h.
VeeK: IneNK):n >z

Beispiel R[z] ist ein kommutativer Ring (d.h. Addition und Multiplikati-
on, aber nicht Division uneingeschréinkt moglich). Wir definieren eine Ordnung
durch

grr

P:=qr(t) = Zajtj;ag” >0
3=0
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Rlz] <~ R a—7r(t)=a
injekt. Abb.

Dann gilt aber ¢t > a Va € R, insbesondere ist n < ¢t Vn € N. Also hat N kein
sup, obwohl es nach oben beschrankt ist.
R[] ist aber natiirlich kein Korper - jedoch ein Nullteiler-freier Ring, d.h.

ri(z) -ra(x) =0 =71 =0o0derry =0

Zw@:{%:(n,m);neZ,meN}

(n,m) ~ (n',m') < nm' =n'm

Das ist eine Aquivalenzrelation, und Q ist ein Korper:
(n,m) + (n',m’") = (nm’ + n'm, mm’)
(n,m) - (n/,m/) = (nnlvmm/)
Satz

In einem archimedisch angeordneten Korper K sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(IIT) Jede nach oben beschrinkte Menge besitzt eine kleinste obere Schranke.
(IIT") Jede CF in K ist konvergent.

Beweis

(IIT)=-(IIT’) Das haben wir bewiesen.

(III’)=(III) Es sei ) # M C K nach oben beschriinkt, d.h. es gibt ag € M
und by € K mit ag < bg, bg obere Schranke fiir M

1. Fall ag = by Dann ist ag = sup M.
2. Fall ag < by, Betrachte %ofto

1. Fall: % ist obere Schranke von M
Setze dann by := %ﬂ’ a1 := ap

2. Fall: ’“’T'H’” ist nicht obere Schranke von M.
Dann gibt es a; € M mit L;rbo <ap < bo. by = bo

Nehmen wir an, dass wir Zahlen
aogalg...gangbng...gbo

konstruiert haben mit n € N; a; € M, 0<j<n
b; ist obere Schranke von M, 0<j<n, b

1. Fall a,, = b, = a, =supM v/
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2. Fall a,, < b,

2a. Fall %TH)" ist obere Schranke

setze ant1 = apn, bpi1:= %

2b. Fall % ist nicht obere Schranke

an +b
jflan_,_l EM% <Qn+1 gbn =: bn+1

Dann gilt in beiden Féllen

bn — an bO — Qo
2 T ontl

bn+1 - an+1 <

Entweder bricht die Konstruktion ab, oder wir erhalten eine Intervall-
schachtelung (an),ez, » (bn),ez,

Dann gilt fiir n,m € M

by — ag

0<Qn+m7an<bn7an<27n<€ Ve >0, n > n(e)

bo — ag
2n

0< by —bpim <b, —a, < <e Ve>0, nz=n(e)

Also sind (ay), (b,) CF, und es gibt ¢ € K mit lim a, = ¢ = lim b, und ¢

n—oo n—oo
ist das gesuchte Supremum von M (!). O

Wie steht es denn mit der Konvergenz der komplexen Zahlen? D.h. wann ist
eine Folge (2,),cy C C konvergent?
Abstand in C (nach Pythagoras):

|21 — 22? = (z1 — 22)® + (11 — y2)? = (21 — 22)(21 — 22)
1.5.19 Definition

Eine Folge (21,),,cy C C heifit konvergent gegen z € C genau dann, wenn

Ve>03n(e) eN: VneN,n>nle):|z— 2z, <e

Bemerkung: (z,),cy konvergiert genau dann gegen z, wenn (Re 2,),, oy gegen
Rez und (Im z,),, .y gegen Im z konvergiert, weil |z|* = |Re z|* + [ Im z|?

1.5.20 Folgerung

(#n) ey C C ist genau dann konvergent, wenn

Ve>03n(e) eN: Vnome N, nym =2 n(e) : |zn — 2m| <€
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Ein genauerer Blick auf die Betragsfunktion
1.5.21 Hilfssatz
Die Funktion
d:CxC>3(z1,2)— |21 — 22| =d(z1,22) € Ry
hat die folgenden Eigenschaften:
(1) d(z1,22) =0 <= 21 = 29
(2) d(z1,22) = d(z2,21)

(3) d(z1,22) < d(z1,2) +d(z,2) fiir alle z € C

Beweis von (3) zj =2z —2, zhb:=2z—z

d(z1,22)" = |21 = 2|? = |21 — 2 = (22 = 2)|* = (21 — 23) (2] — 25)

T T T
= 2127 + 2925 — 2129 — 2129

— |42 + 1P — (A7 + 4 25)
= |41 + 1% — 2Re 47

<A + 127 + 2024 |l23] = (J21] + [23))?

1.5.22 Definition

Es sei X eine Menge und d : X x X — R eine Abbildung mit den Eigenschaften
(1),(2),(3) von 1.5.21. Dann heiit d eine Metrik auf X und (X,d) heifit ein

metrischer Raum.
Beispiele
1. (C,]|-]) ist ein metrischer Raum, ebenso (R, |- |).

2. Jede Teilmenge X von R versehen mit dx (z,y) := |x — y|, der Einschrén-
kung von d auf X x X, ist ein metrischer Raum.

3. Jede Menge X ist ein metrischer Raum, wenn wir definieren

0, z=
ddiskr.(xvy) = {1 T #ZI;

1.6 Teilmengen von R

Endliche Teilmengen ~ N,,: N, Q, Folgen (z,,),cy
N : Folge z(n) = n. Ist Q auch eine Folge?

Betrachte Q% = QN (0,00) = {g;p, q€ N}
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1. Cantorsches Diagonalverfahren definiert eine surjektive Abbildung x :
N — Q1

—_
[\
w
=~
(S48

DS W NN Nl
Wl Wi =
IS

utf =

T o= W N =
[ (A NI [GURE | SR

1.6.1 Definition

Eine (unendliche) Teilmenge A von R heifit abzihlbar (unendlich), wenn es eine
Folge  : N — R gibt mit A C z(N).

Problem: Sind die reellen Zahlen abzéhlbar?  (Georg Cantor)

1.6.2 Satz
1. M abzéhlbar unendlich <= es gibt eine bij. Abb. ¢y : N — M
2. A C M = A abzdhlbar
3. My, Ms abzahlbar unendl. = M; x M, abzéhlbar unendl.
4. Sei (M;);en eine Familie abzb. unendl. Mengen. Dann ist auch M :=
U M; abzb. unendl.
ieN
Beweis
1. M abzb. unendl. = 3¢ : N — M surj. Konstruiere ¢ : N — M bijektiv!
Konstruktion durch Induktion:
¥(1) = o(1)
¥(N,,) schon konstruiert (inj.), dann setze
Y(n+1) = ¢(min(N\ ¢ (Y(N,)))) = p(n+1) ¢ Y(N,)
=Mn+1
Weiter gilt mg,,+1 > my, d.h. zu jedem | € N gibt es ng € N mit mp 41 > [.
Zuxz € M gibt es | € N mit ¢(I) = . Ist dann my 41 > [, so ist & =
(1) € ¥Y(N,,). Also ist 1) surjektiv.
2. A C M = abzahlbar?

1. Fall A endlich. v/
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2. Fall A unendlich.

Wihle eine bijektive Abb. ¢ : M — N 0.B.d.A. A C N unendlich. Dann
lasst sich A schreiben als

ap <as<az<...<ap<...

(Formal dieselbe Konstruktion wie in 1.)

3. Nx N={(i,f)i,j € N}

1 2 3 4 )
11(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
21(2,1) (2,2) (2,3) (2,4
3131 (3,2) (3,3
41 (4,1) (4,2)

51 (5,1)
6 .

Daher auch Q abzb: Q = Z x N.

N % M;, v = 1,2 surj.
= Nx N3 (i,7) = ¢1 X ¢a2(i, §) = ($1(i), $2(j)) € My x My
N 29 N« N 292 0y x My
Also ¢1 X ¢g 0 ¢ surjektiv.

4. ¢; : N — M; surj. mit ¢ € N. Dann setze

N x N 3 (4,5) »—>qbl UM
€N

= 1) surj. (wie in 3.) O

Georg Cantor
0,1) ~R

Behauptung: (0,1) nicht abzihlbar!



56 Die reellen Zahlen

Widerspruchsbeweis: Annahme, (0, 1) sei abzéihlbar.
x = Zmﬂ‘j xz; € {0,1} x; # 0 fiir ein j
j=1

x; = 1Vj = jo ist nicht erlaubt.
(x;)jen ist eine Folge mit Werten in {0,1}, d.h.  : N — {0, 1} ist eine (fast)
beliebige Abb., z(j) := ;.

Wir bezeichnen die Abbildungen von A nach B mit Map(A, B), d.h. wir
erhalten eine injektive Abbildung.

$:(0,1) 3 2 (x(j))jen € Map(N, {0,1})

mit Map(N, {0,1}) \ ¢((0,1)) ist abzéhlbar.

Wenn (0,1) abzéhlbar, dann auch w((O, 1)), dann auch Map(N, {0,1}) ab-
zéahlbar!

Wenn das der Fall ist, gibt es eine bijekt. Abb

A: N3k 2® e Map(N, {0,1})

2. Cantorsches Diagonalverfahren

1 2 3 4 5

1201 zMW@2) =M@3) 2M@) 20 (5)

2 [ 2@(1) 2@ ©2) 2@(3) 23 (4)

312®1) 23)(2) 26)(3)

4| 2@®(1) =™ (2)

5 z(®)(1)

6 :

1 2 3 4 5

1 1—2M@)  zM(2) +sM3)  2MW4) zM(5)
20 z®01) 1-z2™02) 2?3) @)

() (1) 3 (©2) 1-z()(3)
41 2®(1) ) (2)
50 z0(1)

6

y: N — {0,1} mit y(I) = 1 — 2(W(I) wobei y nun aber in Map(N, {0, 1})
nicht vorkommt, das ist ein Widerspruch.
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1.6.3 Satz
R ist nicht abzéhlbar.

Beweis: Wire R abzédhlbar, so auch (0,1), was nach 1.6.2 ein Widerspruch
ist. O

1.6.4 Definition

Zwei Mengen A, B heiflen gleichmdchtig oder von der selben Kardinalzahl, falls
es eine bij. Abb. ¢ : A — B gibt.

Bemerkungen

A~ B <= 3¢ € Map(A, B) bij. ist eine Aquivalenzrelation. Die Kardinalzah-
len sind die Aquivalenzklassen dieser Relation.

Fiir endliche Mengen ist n = Kardinalzahl von N,,, und N reprasentiert die
abzéhlbar unendlichen Mengen.

Kardinalzahl von N =: N =: R,
(z:N—{0,1}) € Map(N,{0,1})
r— 2 (1) € P(N)
bijekt. Abb. P(N) — Map(N, {0,1})

1.6.5 Satz
Die Potenzmenge P(X) hat immer groBere Kardinalitit als X, d.h. es gibt zwar
eine injektive, aber keine bijektive Abb. ¢ : X — P(X).
Beweis:
1. ¥: X5z {a} € P(X) ist injektiv.

2. Fiir A C X setzen wir

() = 1 yeA
Xa\y) = 0 sonst

die charakteristische Funktion von A.
Dann haben wir eine Bijektion:

P(X)>A— xa € Map(X,{0,1})

Wire ¢ : X — P(X) bij., so kdnnten wir ein A € P(X) wie folgt definie-
ren:
xa(@) =1 = xy(@ ()
= A # ¢(y) Yy € X — Widerspruch!
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Cantor schreibt: $P(X) =: 2#X (Verallgemeinerung des Falles X = N,,),
dann §X < 28X,

Unsere Argumente zeigen, dass

R = 2%

Kontinuumshypothese

Es gibt keine Teilmenge M von R mit

Ry < M < 2%0,

1.7 Struktur von nicht konvergenten Folgen

1.7.1 Definition

Eine Zahlenfolge, die nicht konvergiert, heiflt divergent.

konvergente divergente
Folgen

Folgen

/ bestimmt divergente

beschrankte Folgen Folgen
(unbeschrénkt)

{konvergente Folgen} C {beschrinkte Folgen}

an = (—1)™ ist beschrinkt aber divergent.

1.7.2 Definition

Eine Folge (a,) heifit bestimmt divergent gegen 400 bzw. —oo, wenn

VK >0 dN(K) mit a, > K bzw. a, < —K fiir alle n > N(K)

) lim a, = +o0 lim a, = —c
In Zeichen: n—o bzw. n—o©
Ay — +00 Ap — —0O0
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Beispiel

1 1
ap >0 (bzw. a, < 0) und a,, > 0= — — +00 <bzw. — oo)
an an

Beweis Sei K >0 ¢:= %

1 1
3N(e):N(K)Vn>N(K):O<an<E = a—>K

Redeweise: Wenn a,, — 400 (a, — —00), nennen wir +0o (bzw. —o0) un-
eigentliche Grenzwerte der Folge (a,). Wenn (a,) gegen a € R konvergiert, so
heifit a der eigentliche Grenzwert.

1.7.3 Satz

Sei (a,,) eine konvergente bzw. bestimmt divergente Folge. Dann sind alle Teil-
folgen (an, )cy von (an) konvergent bzw. bestimmt divergent und klim an, =
— 00

lim a,
(Zur Erinnerung) Teilfolge: Ist (ny) eine streng wachsende Folge natiirlicher
Zahlen ny <np < ...<ng < ... dann heiBt (an,)pey = (@nys Qnys ooy s - -2

Teilfolge von (an),, cy-
(Bei Umordnungen behalten wir die Reihenfolge nicht!)

Behauptung n; > kVkeN

Induktion n; >1V/
k=k+1: ngp>ng2k=>ng12>2k+1

Beweis des Satzes 1.7.3 Sei (an, ),y Teilfolge. Sei e > 0
= JN(e) mit |a, —a| < e Vn > N(g), wobel a = lim ay,.

n—oo
Fir k> N(e): nr = nne) = N(e) = |an, —a| <eVk = N(e)
= ay, konvergiert gegen a.

Fiir bestimmt divergente Folgen &hnlich.

1.7.4 Definition
Divergente Folgen, die nicht bestimmt divergent sind, nennen wir unbestimmt
divergent.
Beispiele
1. a, = (—1)™ divergent: ag, — 1, agp+1 — —1

2. ap,=(14(-1)")n
a2, = 2n bestimmt divergent gegen +oo
asn+1 = 0 konvergiert gegen 0.
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3. an=q", g< —1

‘2n _|q|2n+1 - —00

A2n = |q i +OO, a2n4+1 =

(weil 0 < |¢|7 < 1 und |¢|™ — 0)

1.7.5 Haufungswerte von Folgen
Definition Sei (a,), oy eine Zahlenfolge, a € R. Wir nennen a Héiufungswert
(Haufungspunkt), wenn die e-Umgebung (a — &,a + €) von a zu vorgegebenem
g > 0 unendlich viele Glieder der Folge (ay)nen enthélt.
Beispiele

1. (a,) konvergent, a,, — a = a ist ein Hiufungswert.

2. Tritt ein Folgenglied unendlich oft auf, so ist es ein Haufungswert.

3. Sei (ay) eine Nummerierung von Q, d.h. a,, = f(n), f: N — Q bijektiv.
= Alle Punkte = € R sind Haufungswerte von f. Jedes Intervall enthélt
unendlich viele rationale Zahlen.

1.7.6 Lemma

Sei (a,,) Zahlenfolge.
a ist Haufungswert von (ay). <= a ist Grenzwert einer Teilfolge (an, )r von

(an).
Beweis
“=”  Wir konstruieren (a,, ) induktiv:
ny:=min{n € N|a, € (a —1,a+1)}

Wir nehmen an, ng_1 sei gewahlt.

1 1
ng ::min{n€N|n>nk1,an€ (a—k,a—i—k)}

=np <ng <...<ng<...dh (a,,) Teilfolge

1 .
|, —al < ¢ d.h. kh_)n;o Ap), =@

“e? g = klim an, = in einer e-Umgebung (a —e,a+¢) liegen fast alle Glieder

von (an, ). = (a —&,a + ¢) enthélt unendlich viele Glieder der Folge (ay, ), also
erst recht von (a,).

1.7.7 Satz von Bolzano-Weierstrass fiir Folgen

Jede beschrinkte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Haufungswert.
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Beweis Sei (a,) eine Zahlenfolge mit der Schranke S (—S < a,, < S fiir alle
n € N).
X :={x € R | a, > z fiir hochstens endlich viele Indizes von n}

e X £ weil Se X

e X ist nach unten beschrinkt, weil X N (—oo, —S) = 0. Also ist —S eine
untere Schranke.

= Jinf X =:a* € R

Wir behaupten: a* ist ein Hiufungswert.

a*+e¢€ X (a*+e ¢ X = 3 unendlich viele a,, > a* + ¢
= (a*,a* +e)NX =0 = a* # inf X — Widerspruch)
= es gibt hochstens endlich viele n mit a,, > a* + €.

a*—e<a" =infX=a"—ec¢ X

= es gibt unendlich viele n mit a,, > a* — ¢
= (a* — €,a* + ¢) enthilt unendlich viele Glieder a,,. = a* Hiufungswert

1.7.8 Zusatz

Sei (an)nen beschriankt. Dann besitzt (a,,) einen groften Haufungswert a* und
einen kleinsten Haufungswert a,

Beweis a* ist der grofite Haufungswert.

Sei b > a* und sei ¢ mit b > ¢ > a*
= ¢ € X, d.h. es gibt hochstens endlich viele n mit a,, > c. Sei € = b — ¢. Dann
gibt es in der e-Umgebung von b hichstens endlich viele Glieder = b ist kein
Haufungswert.

a, = sup{x € R | a,, < z fiir hochstens endlich viele Indizes n}

1.7.9 Definition

Sei (ay,) beschriankt. Der grofite Haufungswert hei8t oberer Grenzwert oder Li-
mes Superior vou (a,), bezeichnet lim sup a,, lim a,.
n—oo

n—oo

Der kleinste Haufungswert heifit unterer Grenzwert/Limes Inferior, lim infa,, lim a,.
n—oo

n—oo

n .

Beispiel a, = (—1) lim inf a,, = —1, lim sup a, = +1

n—oo n—0oo

1.7.10 Satz

1. Sei (a;,) beschrénkt und (a,, ) eine konvergente Teilfolge. Dann lim infa,, <
n—oo
lim a,, < lim sup a,
k—o0 n—00

2. (ay) ist konvergent gegen ¢ <= lim inf a,, = lim sup a, = a
n—oo n—od
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Beweis
1. klar, weil limg_, o apn, ein Haufungswert ist (Lemma 1.7.6).

2. “=" a, — a = alle Teilfolgen konvergieren gegen a = alle Hiaufungswerte
sind gleich a. = lim inf a,, = lim sup a,

n—oo n—oo

“<” lim inf a,, = lim sup a, =: a
n—oo n—oo

Sei e > 0. Nach Def. von lim sup a, und lim inf a,, folgt, dass hochstens
n—oo n—oo

endlich viele Glieder a, den Ungleichungen a, < a —¢&, a, > a4+ ¢
geniigen.
= Fast alle Glieder sind in (a — €,a + ¢) enthalten. = (a,,) konvergiert
gegen a.

1.7.11 Korollar

(an) beschrinkt und divergent <= lim inf a,, < lim sup a,

n—oo n—o0

<= Es gibt zwei konvergente Teilfolgen, die gegen verschiedene Grenzwerte
konvergieren.

Damit haben wir die Struktur beschriankter divergenter Folgen geklért. Dies
sind unbestimmt divergente Folgen. Wir befassen uns nun mit allgemeinen un-
bestimmt divergenten Folgen. Es ist zweckm#fig, uneigentliche Suprema, Infima
und Haufungswerte einzufiithren.

1.7.12 Definition

Eine Menge R := R U {—00, 00} heifit erweitertes System der reellen Zahlen.
(Bemerkung: +00, —oo sind keine reellen Zahlen!)

Wir setzen die Ordnungsrelation von R auf R fort, indem wir —oo < x < 400
definieren, x € R und auch —oco < 4o00.

Umgebungen von +oo bzw. —oo sind alle Mengen (¢, +00) bzw. (—o0, ¢) und
deren Obermengen.

1.7.13 Definition

Sei A C R beliebig. Wir definieren sup A € R die kleinste obere Schranke von A
und inf A € R die grofte untere Schranke von A. Wenn A nach oben beschrinkt
ist, stimmt die Definition mit der alten Def. iiberein (selbiges fiir inf A). Wenn
A nicht nach oben (bzw. unten) beschrinkt ist, erhalten wir sup A = +o00 bzw.
inf A= —oc0.

Auch die Charakterisierung von sup A und inf A bleibt unveréndert:

e S =supA gdw.

o S ist obere Schranke und
oVb< SJdJae Amitb<a< S

e [ =inf A gdw.

o [ ist untere Schranke und
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oVb>Idace Amitb>a>1

Wir kénnen nun Folgen (a,) mit a, € R betrachten. In Ubereinstimmung
mit fritheren Definitionen setzen wir:

1.7.14 Definition

Ein Element a € R ist Grenzwert der Folge (a,), wenn jede Umgebung von a
fast alle Folgenglieder enthélt. Man schreibt a,, — a.

Beispiele: Die bestimmt divergenten Folgen sind ein Spezialfall. Die Definiti-
on ldsst auch Folgen wie (400, +00,...) zu.

Bemerkung: Eine Folge (an)Lan € R ist genau dann unbestimmt divergent,
wenn (a,) keinen Grenzwert in R hat.

1.7.15 Definition

Ein Element a € R ist Hiufungswert der Folge (a,), wenn jede Umgebung von
a unendlich viele Folgenglieder enthilt.

1.7.16 Satz (Bolzano-Weierstrass in R)

Sei (an)n eine Folge mit a,, € R. Dann besitzt (a,) einen groBten Haufungswert
limsup a,, € R und einen kleinsten Haufungswert liminf a,, € R.

Beweis:

Wir definieren

lim sup a,, := inf{z € R : a,, > z fiir hochstens endlich viele n}

lim inf a,, := sup{z € R : a,, < z fiir hochstens endlich viele n}

und wiederholen den Beweis fiir beschriankte Folgen:

Sei X = {z € R : a, > = fiir hochstens endlich viele n}. X ist nicht leer,
weil +oo € X. ({n € N:a, > 400} =0)

Sei a* := inf X. a* ist Haufungswert:

Wenn a* = —oo sei b > a*. Laut Definition b € X und {n € N : a,, > b}
endlich. = a,, < b fiir fast alle n; b ist beliebig und (—o0, b] sind Umgebungen
von —oo = a* ist Haufungswert.

Wenn a* = 400 sei ¢ < a* Laut Definition ¢ ¢ X = 3 unendlich viele
an > c¢ d.h. a, € (¢, +00) = a* ist Hiufungswert.

Der Fall a* € R ist bereits in B-W fiir R bewiesen. Dass a* der grofite
H&aufungswert ist, beweist man wie vorher.

Entsprechend fiir lim inf a,,. O
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1.7.17 Satz

Es sei (an), eine Folge mit a, € R. Sei (a,,) eine Folge mit Grenzwert. Dann
gilt

lim inf @, < lim a,, < lim sup a,

n—oo k—oo n— oo

Es gilt lim a,, = a genau dann, wenn

liminf a,, = limsupa, = a

1.7.18 Satz

Sei (an)nen, an € R.
(an)nen unbestimmt divergent gdw.

lim inf a,, < lim sup a, (die kénnen Elemente von R sein!)
n—oo n—o0

<= es gibt zwei Teilfolgen mit verschiedenen Grenzwerten in R.
Die Beweise sind fast identisch. Wir ersetzen aber a* —¢, a* 4+ ¢ durch ¢ < a*
und b > a*, damit wir Ausdriicke wie co — ¢, oo + & vermeiden.

1.7.19 Bemerkung

Die Betrachtungen iiber Haufungswerte fiir beschrankte Folgen kénnen wir auf
unbeschrénkte Folgen iibertragen.

1.8 Ha&aufungspunkte einer Menge

1.8.1 Definition

Sei A C R, a € R (muss nicht zu A gehoren).
a heiit Haufungspunkt der Menge A, wenn in jeder Umgebung von a unend-
lich viele Elemente von A liegen.

Redeweise: a €R >0
o =-Umgebung: (a —€,a+¢)

e Umgebung: Eine Menge, die eine e-Umgebung enthélt.
= U C R heifit Umgebung von a, wenn 3¢ > 0 mit (a —e,a+¢) C U.

Bemerkung: Fiir Folgen hat man Hdufungswerte, weil Folgen Abbildungen
1 : N — R sind. (R = Wertemenge)

{ Haufungspunkte der Menge {a, : n € N}}

+
{ Hiufungswerte der Folge (an)neN}
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Beispiel: a, = (—1)" Haufungswerte = {—1,1}
ABER: {a, : n € N} = {—1,1} und hat keine Hiufungspunkte!

Man bezeichnet die Menge der Haufungspunkte von A mit H(A).

Beispiele:
1. A=(0,1) H(A) =10,1]

2. A=0Q H(A) =R (da jedes Intervall unendlich viele rationale Zahlen
enthalt)

3. A={1t|neN} H(A) = {0}

4. Endliche Mengen besitzen keinen Haufungspunkt.

1.8.2 Lemma

ACR,aeR
a € H(A) <= F(an)nen,an € A\ {a}, lim a, =a
Beweis:

»=*  Wir konstruieren (a,,):

a1 € (a—l,a+1)NA a1 # a

unendl.

1 1
ane(a—,a—F)ﬁA an £ a
n n

unendl.

=a, € A\ {a} und |a, —a| < 1 <= lima, =a

»<=* Sei (an)neny mit a, # a und a, € A, auerdem a = lima,. =
I(an, )ken Teilfolge von (a,) mit a,, — a und an,, # a,, mit k # I, aufler-
dem a,, = a;.

€=lan, —a|>0=3ng: |an, —a| < e =|an, —a| = an, # an, Wir setzen
das Verfahren induktiv fort.

Wir erhalten eine konvergente Teilfolge a,,, — a,k — oo.

Sei U Umgebung von a = U enhélt fast alle, also unendlich viele a,,, € A.

= U enthilt unendlich viele Elemente aus A!

Bemerkung: Das Lemma zeigt, dass a € H(A) <= a Haufungswert einer
Folge aus A\ {a}.
1.8.3 Satz von Bolzano-Weierstrass (fiir Mengen)

Jede beschrinkte und unendliche Menge A C R besitzt mindestens einen Hiu-
fungspunkt.
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Beweis Wir wihlen induktiv (an)n, an € A, a, # an, fiir m # n.

Ay willkiirlich. ag € A\ {a1}
———
£0

S ai,...,an_1 gewdhlt, a, € A\ {a1,...,an-1}

#0
Damit ist (a,,) beschréinkt und nach dem Satz von B.-W. fiir Folgen hat (ay,)

eine konvergente Teilfolge

ap, —acR k — oo

=a€ H(A)

Jede Umgebung von a enthélt unendlich viele Glieder von (ay, ) und wegen
ap, # ap, fiir [ # k auch unendlich viele Elemente von A.

1.8.4 Definition

Ein Punkt a € A C R (A # 0) heiBt isolierter Punkt, wenn ein & > 0 mit
AN(a—e,a+¢) = {a} existiert.

Bemerkung: a ist isoliert <= a ¢ H(A) (also Zerlegung von A in isolierte
Punkte und Haufungspunkte).

1.8.5 Satz
H(H(A)) C H(A)

Beweis: a € H(H(A)) L2 I(a),) mit a], € H(A), al, # a = limal,

a,, € H(A) = Ja, € A\ {a} mit

1 1
a, € <a;—,a/n+)ﬂA
n n

unendl. Menge
al, — aund |a], — a,| < 1, also a,, — a.
an € A\ {a} = a € H(A). O
1.8.6 Definition
e B C R heifit abgeschlossen, wenn H(B) C B.
e B heifit offen, wenn R\ B abgeschlossen.
e B ist perfekt, wenn H(B) = B.

e Ein Punkt b € B heifit innerer Punkt, wenn es eine Umgebung U von b
mit U C B gibt.
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Beispiele:

1. [a,b] ist abgeschlossen und perfekt

[\

. [a,b] U {b+ 1} ist abgeschlossen und nicht perfekt

@

(a,b) :=R\ ((—o0,a] U[b,+00)) ist offen

4. (a,b), R und § sind offen

1.8.7 Satz

B ist offen <= alle Punkte b € B innere Punkte sind.
Beweis:

»=* Sei b e B (B offen.) Angenommen, b wiire kein innerer Punkt.

= Vn: <b—1,b+1> ¢ B
n n

~ (b—i,bJrTll)ﬂ(R\B)#@

Sei a, € (b—L1,0+ )N (R\ B). |a, —b] < L, a, # b, also lima,, = b, also
be H(R\ B).
B offen = R\ B abgeschlossen = H(R\B) C R\B = b € R\ B. Widerspruch!

»<=* Wir zeigen, dass R\ B abgeschlossen ist: Sei a ein Hiufungspunkt von
R\ B. Z.z: a € R\ B. Wir nehmen an, dass a ¢ R\ B, d.h. a € B.
=3Je>0:(a—¢€,a+¢) C B (da a innerer Punkt)
Aber: (a — e,a + ) enthélt unendlich viele Elemente aus R \ B, weil a €
H(R\ B). Wid.!
1.8.8 Cantormenge (Cantorsches Diskontiunuum)

Wir konstruieren induktiv eine Menge C' C [0, 1] folgendermafen:

0. Schritt: Entferne aus [0, 1] das mittlere Drittel (1, 2) =: I ;.

1 2
Koi= |0, Koo = | 2,1
0,1 |: 53:| 0,2 |:37 :|

1. Schritt: Entferne aus [0, 3] und [2,1] das mittlere Drittel.

2. Schritt: Entferne aus [0, ], [2, 1], [2, 7] und [&, 1] das mittlere Drittel.

n. Schritt: v
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n+1. Schritt: Wir haben die Intervalle (m Drittel) I, ; (0 < m <n,1<j <
2™) entfernt.

n 2™ on+1
Sei [0, 1\ | J Imi = | Knj
m=0j=1 j=1

mit K, ; disjunkte, abgeschl. Intervalle der Linge 3”% Jetzt entfernt man das
mittlere Drittel aus jedem K, ;.

ontt 2™
Sei C := ﬂ U Ky, =[0,1]\ U U I,
n>0 j=1 m2>=0j=1

1.8.9 Satz
C ist eine perfekte, tiberabzidhlbare Menge ohne innere Punkte (der Lénge 0).

Warum iiberabzihlbar?

C = {x € [0,1);2 = 0, 212923 ... Tp ..., 2; € {0,2}} (triad. Entwicklung: x =
> i1 5 mit z; € {0,1,2}).

xz =0,1... beim 0. Schritt entfernt. x = 0,01 ... beim 1. Schritt entfernt.

C>zw {x1,...,2,,...} eine Folge mit Elementen {0, 2}

{¢:N = {0,2}} = {0,2}" ~ {0, 1}".

Bei x € [0,1] hat man diadische Entwicklung = [0,1] ~ {0, 1}"

i

xr = —
21

1.8.10 Satz

R ist durch die Axiomengruppen (I),(II),(III) bis auf ordnungserhaltende Iso-
morphismen eindeutig bestimmt. D.h. ist K ein zweiter Kérper, der (I),(IT),(I1T)
erfiillt, so gibt es eine bijektive Abbildung ¢ : R — K mit:

1. ¢ ist ein Korperisomorphismus.
2. ¢ ist ordnungserhaltend, d.h. 1 < xo = ¢(x1) < P(x2)
3. Ist A C R nach oben beschréinkt, so auch ¢(A) und sup(A4) = ¢(sup A).

Beweis Definiere ¢(1) := 1x = ¢ : N — N(K) erweitert sich durch Induktion
dn+1):=¢(n)+1

Durch die entsprechenden Aquivalenzrelationen erhalten wir Erweiterungen
von ¢ : Z — Z(K) und ¢ : Q — Q(K). so dass ¢ auf Q ein ordnungserhaltender
Korperisomorphismus wird (!).

SchlieBlich setzen wir ¢ auf R fort: zu x € R\Q wihle (z,,)neny € Q mit

Tp < Tpt1 <z und lim = z. Dann setzen wir ¢(z) := sup ¢(z,) = lim ¢(z,)
n—oo n n—oo

Man priift nach (!), dass alle Behauptungen erfiillt sind.
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Metrische Raume

2.1 Grundbegriffe

Zur Erinnerung: es sei X eine beliebige Menge.

2.1.1 Definition
Eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik auf X, wenn gilt:

1. d(z1,22) =0 <= z1 = 29
2. d(z1,x2) = d(z2,21)
3. d(z1,22) < d(z1,x3) + d(z3, 22)
Beispiele etc.
1. RXxR > (z1,22) — |z1 — 22| € Ry ist eine Metrik.
2. Analog fiir C:

|21 — 20|? = (21 — 22)(Z1 — Z2) = Re(z1 — 22)* + Im(2; — 22)?

3. Sind (X71,dy), (X2, d2) metrische Rédume, so ist auch (X7 X Xs,d; X ds) ein
metrischer Raum, wenn dy X da((z1, 22), (2}, 24)) = di(x1, ) + do(x2, xh)

4. Auf R™ 3 2 = (a1, ..., %) konnen wir viele Metriken definieren, z.B.
(die Produktmetrik) d(z,z") = |x1 — 2|+ |z2 — 25| + ... + |z — 2,
m
= > |z —aj]
i=1

Dann ist fiir z” € R

d(z,2') <3 (ley — 2| + |2} — 2ll) = d(z,2") + d(z", ")

i=1
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Wir kénnen aber auch setzen

doo(z,2") = lrglizi)in\mi—xﬂ,
XX

0e) = (zm—xm) CQ@sps1
=1

Sind das auch Metriken?

-

(00) doo(w,a’) = max|z; —wi| = |zi, — @}, | < lwiy — 25|+ |5, — 7] |

N

max |r; — 2| + max |z] — 2| = doo (z,2") + doo (2", 2")
1 1

Exkurs

2.1.2 Hilfssatz (Holdersche Ungleichung)

Es seien a;,b; e Ry, 1<i<nund Q3 p>1und p’ € Q so, dass
11 1 p

p D 1-

=

[p und p’ heiflen zueinander konjugiert.]
Dann gilt:

(£ (£1)

Bemerkung: p = 2 = p’ = Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Zum Beweis benétigen wir

2.1.3 Hilfssatz

Fiir a,b € Ry gilt ab < %erpi//

Dies ist ein Spezialfall von

2.1.4 Hilfssatz (Die verallgemeinerte AG-Ungleichung)

Es seien a; € Ry und ¢; € QN [0,1] mit 1 + ...+ &, = 1. Dann gilt
aft-casr <erar ..+ epan

Beweis spiter!

2.1.5 Folgerung
AG-Ungleichung

1 1
atay --any < —ai+...—an
n n
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Beweis von 2.1.3

Beweis von 2.1.2

1 1
oBdA. (Y lail”)" >0, (S wil)" >0
—— ——
=:lallp =:][bll
denn sonst ist die Ungleichung trivial. Dann gilt

n

n n ’
a; b; 213 1 a? 1w 1 1 , 11
S Y S =t Nl
;”a”p”pr/ h ;p\lallﬁ = P olly pllallﬁzz p’||b\|§/zl
p

Nun kénnen wir zeigen:

2.1.6 Hilfssatz (Minkowski-Ungleichung)
Fiir a,b € R™ gilt: [la + bl < [lall, + [[b]l

Beweis Wir schreiben

1
la+bll, = (Z |ai+bi|p_1ai+bi|> < (Z(|ai—|—bi|p_1|ai| + lai + bilP 7 bil)

=1 =1
oder
1 1 1
m , p’ m P m P
la+ o} < (Daﬁbn@l”’) (Zw) + (Dmp)
=1 =1 =1
m P
aber (p— )/ =p, L =1-1 (2 jai + b) < llallo + [l 5
=1

Also sind do und d, Metriken auf R"™.

5. Jede Teilmenge eines metrischen Raumes ist ein metrischer Raum mit der
induzierten Metrik.

6. Jede Menge ist ein metrischer Raum mit der diskreten Metrik

’

)

=
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Fundamentaler “Nachbarschaftsbegriff”
2.1.7 Definition

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

Die Menge B.(z) := {2’ € X; d(x,2') < €} heifit die metrische Kugel um
x vom Radius ¢;

Se(x) := {2’ € X; d(x,2') = e} heiit die metrische Sphdre.

Vektorraum iiber K

V: Menge mit der Verkniipfung ,,+* (abelsche Gruppe).

KxV>s(A\v)—XweV

sodass  A(vy + v2) = vy + Avg
Alp - v) = (Ap)v
= (uA)v

Ein System (vy)aca C V heifit linear unabhingig, wenn aus

Z AqVq =0 folgt Va:a, =0

acA
aq7#0 nur
fiir end. viele a,,

N
z.B.: Aus Zaivi =0,a1 #0 folgt:

i=1

N
a1V = — Z a;V;
i=2
v = — Z al_laivi

i>2

Ein System heifit Erzeugendensystem, wenn jedes v € V' als endliche Linear-
kombination darstellbar ist.

Beispiel in R : sei e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)
Stelle

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem heifit Basis. (z.B. (e;)!; in R™)
Beispiel R[z]: Das ist ein VR iiber R mit der Basis (z');ez, .

Die Kardinalzahl # A einer Basis (v, )aca ist unabhiingig von der Wahl von
A und heiit Dimension von V: dim V. (d.h. dimR"™ = m, dimR[z] = o0)

Zuriick zu den Metriken:

1
Auf R™: dy(z,y) == Oy o —wilP)?, Qap>1
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2.1.8 Definition
Sei V ein VR iiber K (bspw. = R oder C). Eine Norm auf V ist eine Abbildung

Vv ||| €Ry
mit
1 |v| =0 <= v=0
2. || Av|| = |A] - []v]| VaeKveV
3. v + va|| < |lvi]| + [Jv2]| Yy, v9 €V

Dann heifit das Paar (V, || - ||) ein normierter Vektorraum.
2.1.9 Hilfssatz
Ist (V, |- ||) ein normierter Vektorraum, so ist
d(z,y) = [l -y
eine Metrik auf V.

Beweis: klar. (Ubung)

Beispiel: Auf R™ definieren wir Normen durch

1

m P
]l := (Z Ixﬁ’>
=1

2.1.10 Definition

Zwei Metriken dy, ds auf X heiflen dquivalent, wenn
3C > 0: C 7 Ydy(z,y) < di(x,y) < Cda(z,y)
z.B.:  Auf R™ betrachten wir d, und doo (7, y) = sup |z; — y;|. Dann gilt

dyla.y) = <Z s — y> < (Z doo@c,y)p) " = mbdue(o,y)

i=1

S =

m P
doo(xay) = SUjp Ixi_yi| = |$io_yi0| = (|xio_yio|p)' < (Z |$’L - yl|p> = dp(x7y)
i

Erinnerung: B.(z)={y € X |d(z,y) < ¢}
Betrachte eine beliebige Menge A C X und ein beliebiges x € X. Dann
ergibt sich folgende Zerlegung von X:
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1. Fall: 3¢ >0: B.(z) C A (Symbol: A)

2. Fall: 3¢ > 0: B.(z) C CxA (Symbol: Cx A)
3.Fall: Ve>0:B(x)NA#DABA(x)NCxA#D (Symbol: 04 =0Cx A)
3.1. Fall: 3¢ >0: B.(z) N A= {z} (Symbol: A?)

3.2, Fall: Ve >0:B.(z)NA#0OADB.(x)NCxA # 0 (Symbol: A') mit
Be(z) := B(x) \ {x}

2.1.11 Definition

Sei X metrischer Raum, A C X.
r € X heifit

innerer Punkt von A gdw. 3¢ > 0: B.(z) C A
Randpunkt von A gdw. Ve > 0: B.(z) N A # () und B.(z) NCxA #0)
isolierter Punkt von A gdw. 3¢ > 0: B.(z) N A = {«}

Hiufungspunkt von A gdw. Ve > 0: B.(z)NA#(

2.1.12 Hilfssatz
1 X =AU OAUC;A mit paarweise disjunkten Teilmengen
2. 0A = A"U(A' NoA)

3. A = AU(A NoA)

Beispiele:
1. Sei A= B;(0) C R™. Dann gilt:

o

e A=A
e A=5""1:={x eR"||z| =1}
o Al =1

o A'=B(0)US™!
2. Sei A =Q C R. Dann gilt:

« A=0

° C];A:@

e DA=R=A"N0A

o Al=10

e A/ =R
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2.1.13 Definition
Eine Menge A heifit

]

offen gdw. A = A.

abgeschlossen gdw. Cx A offen.

Bemerkung:

X ist offen = Cx X = () ist abgeschlossen. Aber die leere Menge ist auch offen
= X ist abgeschlossen.

2.1.14 Definition
Der Abschluss A von A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt:

Z::mB

ACBCX
B abg.

A ist abgeschlossen, denn:

2.1.15 Hilfssatz

1. Eine beliebige Vereinigung und ein endlicher Durchschnitt offener Mengen
sind offen.

2. Eine endliche Vereinigung und ein beliebiger Durchschnitt abgeschlossener
Mengen sind abgeschlossen.

Beweis: Ubung,.

2.1.16 Hilfssatz
1. A ist abgeschlossen gdw. A’ C A

2. Im allg. gilt A= AU A’

Beweis:

1.

A abgeschlossen
<= Cx A offen
<= 0ACA
«— A CA

2. Ubung.
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2.1.17 Definition
Eine Folge (2, )nen heilit
konvergent gegen x gdw. Ve > 0: 3In(e) e N:Vn > n(e) : d(z,,z) < ¢

Cauchy-Folge gdw. Ve > 0:3n(e) e N:Vn,m = n(e) : d(xn, zm) <€

2.1.18 Hilfssatz

1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

2. Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge.

Beweis:

1. Vor.: ¢, - z,2, » y,x #y < d(z,y) =10 >0
Wihle n > n (%") fiir 2 und y.

= g0 = d(z,y)
<d(z, ) + d(zy,y)
€0 €o 2 .
0,02 — Wid!
<3ty T g% !

2. d(zn, Tm) < d(zn,x) + d(x, 2m) < 2¢ fiir n,m > n(e)

O
X =R\ {0} ist metrischer Raum, da X C R. Aber: x,, = 1 definiert eine
CF, die nicht konvergiert!

2.1.19 Definition

Ein metrischer Raum heiflt vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge (CF) konver-
giert.

2.1.20 Definition
1. Eine Menge A heifit dicht in X, falls A = X.

]

2. Eine Menge A heifit nirgends dicht, falls, A = 0, d.h. falls der Abschluss
keine inneren Punkte hat.

Beispiele

1. Qist dicht in R, denn Q= QUQ UQ = @ =2QUQ = R
Jedes = € R ist Haufungspunkt von Q.

2. S ist nirgends dicht, denn S = 9B® (0) = ST, hat aber keine inneren
Punkte (!).
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2.1.21 Definition

Eine Teilmenge A von X heifit von der ersten Kategorie, wenn A abzéhlbare
Vereinigung von nirgends dichten Mengen ist.
Andernfalls heiit A von der zweiten Kategorie.

Bemerkung: Q@ ist von der ersten Kategorie, denn Q = | {r}
reQ

2.1.22 Satz (Bairescher Kategoriensatz)

Ein vollstdndiger metrischer Raum ist von der zweiten Kategorie.
Beweis a) X ist vollstindig <= Jede Cauchy-Folge konvergiert.

o0
b) Annahme: X ist von der 1. Kategorie, d.h. X = |J A; mit A; nirgends

i=1

dicht, d.h. 4; = 0.

Bemerkung A nirgends dicht <= Cx A dicht in X:
X=AUdAUCxA=0AUCxA=0CxAUCxA=CxA

1. Schritt Da A; nirgends dicht ist, ist C x A; dicht in X, insbesondere gibt
es 1 € CxA; und €1 > 0 mit B, (331) NA; =0.

2. Schritt Wir nehmen an, dass wir fiir ein n € N eine Folge (z;);"_; C X und
(g4);—; C R% konstruiert haben so, dass

(1) BEqul ($i+1) C Bgi (Qil) firl<ig<n-—1
(2) Be,(zi)n U A; =10
=1

Betrachte A, 41; Cx Ap11 ist dicht in X, also ist Cx A1 N Be, (2,) # 0 und
offen.
= ELTn+1 e X, Entl > 0: Bsn_*_1 (l‘n+1) C CxAn+1 n Bgn (In)
n+1l__
Dann gilt (1) nach Konstruktion, und B, (¢n+1) N U A4; =0,
i=1

weil B, (zp41) N U A C Be(zn)N U A =0n.V.
i=1 i=1
und Be, ., (Zn41) N Apt1 = 0 nach Konstruktion

2.2 Der Fixpunktsatz von Banach

Erinnerung: Konvergenzprobleme bei rekursiv definierten Folgen:

(1) zpy1 = %(Jjn + a:l)7 x1 >0

(2) znpr=VIi4+z,, 121

Wenn (z,) konvergiert gegen «, dann z = 3(z + 2) baw. s =1+ =
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Konvergenz: zeige Beschrénktheit und Monotonie
Alternative: Setze fi(z) := 1(z+ 2), © >0, fo(z) =1+, > 0; dann
ist f(x,,) = ®p41 und der Grenzwert gentigt der Gleichung f;(z) =z

2.2.1 Definition

Es sei (X,d) ein metrischer Raum, f : X — X eine Abbildung. Ein Punkt
x € X heifit Fizpunkt von f <— f(x) =

Beispiel: f=idx <= jedes z € X ist Fixpunkt

Yy— 1
5lz =yl

2.2.2 Definition

f: X — X heilt Kontraktion, falls es eine Konstante C' € [0,1) gibt mit

d(f(x), f(y)) < Cd(z,y).
Bemerkung: Fiir f = idx gilt d(f(x), f(y)) = d(x,y) und alle Punkte sind

Fixpunkte.

2.2.3 Satz (Banachs Fixpunktsatz)

Es sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und f: X — X eine Kontrak-
tion. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt in X.

Beweis

1) Eindeutigkeit:

Es seien x1, x5 Fixpunkte von f

= d(x1,22) = d(f(21), f(22)) < Cd(21, 72)

= (1 — C) d(xl,xz) <0=> d(xl,l‘g) =0=x1 =29

——
>0
2) Existenz: Wéhle zg € X beliebig und setze a1 := f(x,), n € Z.
2.7. (Tn)nen ist Cauchy-Folge. Wihle n, k € N, dann miissen wir abschéitzen
n+k
ATk, Tn) < Z d(xz;,x;—1) Dreiecksungleichung

i=n+1

Als nichstes abzuschétzen
d(zi,zi—1) = d(f(ziz1), f(zi—2)) < Cd(zi—1,2i—2) = Cd(f(xi—2), f(xi—3))

Ind.! . .
S CZCZ($Z‘_2,.Z‘Z'_3) § C”*ld(ml,xo) = Clild(f(afo),ﬂio)

Also folgt
n+k n+k 4 n+k—1 )
A(Tntk, Tn) < Z d(zi, wi1) < Z C'Yd(f (wo), wo) = d(f (o), wo) Z ¢
i=n+1 i=n+1 1=n

1
l‘o i) ch Cnd ) $0)1_C
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D.h. (zn)nez, ist Cauchyfolge!
Weil X vollstandig ist, gilt lim x, =: x € X existiert, und weil f eine

n—o0

Kontraktion ist, lim f(z,) = f(z) = z = f(x)
Weiter gilt

. !
klirgo (Tntks Tn) = d(x,2,) < ﬁ(j’n7
d.h. wir erhalten eine explizite Fehlerabschitzung! O

Beispiele von vorher

(2) Was ist X? Wir brauchen

(a) X vollsténdig, (b) fo(x)=vV1+z: X - X
Versuch X = [1,00)

Ubung: Sei A C X abgeschlossen und X vollstindig. Dann ist A mit der in-
duzierten Metrik vollsténdig.

(a) nach Ubung, (b) wegen f(x) > 1
f2 ist Kontraktion mit C' = 3.

(1) Was ist X?

Also withlen wir X = [v/2, 00).

Kontraktion:

f@) - fiy) = s@—y)+ L =T (12)

A - Al ="51- 2 <

2.2.4 Definition

Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) heilt Lipschitz-stetig, wenn es eine
Konstante C' > 0 gibt mit dy (f(z), f(y)) < Cdx(z,y).
Die Abbildung heifit eine Isometrie <= dy (f(z), f(y)) = dx(x,y)

Bemerkungen

1. Gilt lim z, =z in X, so auch lim f(z,)= f(z) inY.

n—oo n—oo

2. idx : X — X ist eine Isometrie.
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3. Seize R™und t,(z):=x+2, x€R™
Dann ist |t.(z) —t.(v)| = |z +2— (y+ 2)| = |z — ¥
d.h. t, ist eine Isometrie, insbesondere Lipschitz mit C' = 1. Aber:

t.(x)=x=x+z2 < z=0,dh. tp =id

D.h. fiir z # 0 gibt es keine Fizpunkte.

2.2.5 Satz
Eine Abbildung f : R™ — R™ ist eine Isometrie genau dann, wenn
f(z) = O(x) + 2o mit O € LIR™,R™) =: L(R™)
o linear ist, d.h. O(A1z1 + Aowa) = A\ O(z1) + AO(z2) und
¢ |0(@) = ||

(Hierbei ist £ die Menge aller linearen Abbildungen. Auflerdem ist L(R™, R™)
ein Homomorphismus.)

VL: Do, 2003-01-16

2.2.6 Definition
Die Abbildungen O(m) := {0 € L(R™);|O(x)| = |z|} heiBen orthogonale Abbil-

dungen.

Bemerkungen:

1. Im R? besteht O(2) gerade aus den Drehungen um 0 und den Spiegelungen
an einer Geraden durch 0.

2. O(m) ist eine Gruppe unter o, denn:
(a) Oy 00Oy ist linear, wenn O1, O linear, denn:
O;0 02()\1;31 + )\2‘%2) =01 (OQ()\1$1 + )\21'2))

=04 (/\102(331) + )\202(1‘2))
= X101 (0a(21)) + X201 (O2(2))
=X 0;0 Og(xl) + X207 0 02(1'2)

(b) |01 00s(2)] = [01(02(2))| = |O2()| = |2

D.h.: Wir haben eine assoziative Verkniipfung:

Ox0—0 idgm € O O~ €0(m)

2.2.7 Satz (Eigenschaften Lipschitz-stetiger Abbildungen)

1. f: X—>Y L-st, ACX = fla : A — f(A) L.-st.
~~~
f eingeschr. auf A

2. f: X—-Y,9:Y = ZL.-st. = go f L.-st.
3. f1 X, — Yhfg : Xo — Yy L-st. = f1 X f2 : X1 x X9 — Y] x Yy L-st.
4. f : X - Y L-st, (#n)ney € X mit lim, o z, — =z, dann gilt auch

limy, o0 f(xn) = f(x)
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Beweis:
2. d-(g0 flwr),g0 f(22)) = d:(9(f(21)),9(f(22)))
< ngy (f(xl)v f(x2)) < Cfcgdw(xla 372) o

Wir interessieren uns allerdings zunéchst fiir den Fall

X=Y=R

Beispiel:
fER[): flw) =) ajalin=gr f
j=0

Frage: f : R — R L.-st.? Dazu miissen wir |f(x) — f(y)| abschétzen!

j=1 k=1
=S w0ty (] )
k=1 =k
n n ] 3
k=1 =k

I
(]
Py

K

|

N

=

=
=) =

~/

(]
ug. <
.

—

<

|

—_

-

—

<

|

Pl

+

—_

N~—

<

T

ES)

~_

2.2.8 Hilfssatz
Es sei f € R[z] (oder C[z]) und

FB) = aj(i—1)- G —k+1)y "
j=k
also insbesondere f(O)(y) = f(y); f* (y) = 0 fiir k > n. Dann gilt:

— )k
flay =3 E I poo )

k>0
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Zuriick zur Lipschitz-Stetigkeit:

— y)E-1
@)~ f@)l =l —yl- |3 T 09y

k!
k>1

Also ist f: R — R genau dann Lipschitz-stetig, wenn

sup Z Mf(k)(y) <X < oo

_ _ _ C 1 _
S = el = €L = P (1= 752 ) 2 laallel

fallsm —1 > 0.
n—1=0=g(z) =a,

2.2.9 Hilfssatz

f eR[z] ist L-st. R — R gdw. gr f = 1.
f:[-T,T) — R ist aber immer L.-st.

Beweis
1. Teil: klar.

2. Teil: Betrachte
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N _ @@= w
F@) = f@) <lo—yl sup >0 === FO(y)

lz|,|y|<T k>1

k
<Lr—y|§:(2T) sup‘fwkyﬂ

E>1 k! ly|I<T
(21)*
<le =y > =7 C(T)
k>1 :

Frage: Charakterisiert die Eigenschaft 4) von 2.2.7 die Lipsch.-St.?
Antwort: Nein!

Gegenbeispiel f:R; >z +— /z € Ry ist nicht L.-st.
Angenommen, sie wire L.-st.:

WVz -yl <Clz—y| Vz,ye R4
1
= Va<C 2= x> ol — Widerspruch!

Ist a > 0, so ist [ : [a,00) — [v/a,o0) L.-stetig.

=yl |z —y|
Wz m_ﬁﬁ@<2ﬁ

2.2.10 Definition
1. Eine Abbildung f : X — Y heifit in z € X stetig, wenn gilt:

e Fiir jede Folge (z,)neny mit lim, o 2, = z gilt auch:

lim f(zn) = f(z)

n—oo

2. f heifdt stetig in A C X, wenn f in jedem Punkt z € A stetig ist.

Beispiele und Bemerkungen:
1. f L-st. in A = f stetig in A.
2. f € R[z] = f stetig in R.

3. f(x) = /x ist stetig in R;: Fiir 9 > 0 haben wir L-st. in [zg, 00), also
bleibt nur zu zeigen, dass fiir (z,)neny C Ry mit lim, o z, = 0 auch gilt
lim, o0 v/Zpn, = 0.

Wiire das nicht so, gébe es eine Teilfolge (z,,) mit \/z7,, > C > 0Vj =
T, 2 C?. — Wwid! (da x, — 0)
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2.2.11 Satz
Sei f: X —Y;z9 € X. Dann sind folgende Bedingungen &quivalent:

1. f stetig in zq

2. (,, e-0-Def. %)
Ve>0:36 =6(e) > 0:dx(w,20) <6 = dy(f(x), f(z0)) <e
> f(Bs(z0)) C Be(f(x0))

Beweis:

2. = 1.: Sei (zp)neny C X, imy, oo p, = 9. Z.2.:

nlggo f(@n) = fzo) < Ve>0:3n(e):Vn =nle): dy (f(zn), f(z0)) <e
Nach 2. gibt es § = 6(¢) : f(Bs(zo)) C Be(f(w0)).

f
Zu 6(c) > 0 gibt es n(8(c)) : Vn = n(d(e)) : dx (2n,20) < 0
——

=:n(e)

1. = 2.: Zz:Zue>0gibt es § =d(e) : f(Bs(zo)) C Be(f(20)).
Annahme: Das ist nicht so: 3g9 > 0 sodass Vo > 0 Jzs € Bs(xo) : f(zs) ¢
Bso (f(on))
Wihle z,, fiir 6 = %, d.h.
In € B% (‘TO) und f(xn) ¢ Bso (f(xo))
= lim x, = ¢ und dy(f(ocn)j(xo)) >eg0 — Wid.

n—oo

VL: Mo, 2003-01-20 2.2.12 Definition

f: X — Y heifit Holder-stetig, vom Exponenten «, wenn gilt
dy (f(x), f(y)) < Cldx (z,y))"

Beispiel: f(z) =

B

0

N
N

8
|
<
+
<

=0

y VI -y = -V

Vo —y+Vy— vy =iz -yl
= Vo=Vl < Vip -yl <= dVz, ) < Vd(x,y)

NN

Ubung: X =Y =R"™, a > 1= f konstant!

2.3 Stetigkeit

Beispiele: Uns interessieren v.a. Abbildungen f: R™ — R™
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2.3.1 Definition

Ist A C R™ und f eine Abbildung A — R™, so schreiben wir
A =: D(f) =: Definitionsbereich; R(f) := f(A) =: Bildbereich von f
z.B. ist fiir f(z) =2 D(f)=R(f) =Ry

Beispiele 1) f : R 3 z — |z| € Ry stetig, weil f](0,00) und f|(—00,0)
Polynome
+ Stetigkeitinz=0: z, — 0 <= |z,] —0

2) f(x) =sgn z ist nicht stetig in 0, aber stetig in R \ {0}.
lim f(z,) und lim f(x,) existieren!
o <o

2.3.2 Definition

Essei f: R D D(f) — R und zp ein Haufungspunkt von D(f). Wir sagen,
dass f in xo einen rechtsseitigen (linksseitigen) Grenzwert besitzt, in Zeichen

lim+ f(z) ( lim f(x)), wenn fiir jede Folge (z)neny mit z, > g (2, < o)
T—ITo T—xTo—

und lim z, = z( die Folge (f(x,))nen konvergiert.

n—oo

2.3.3 Hilfssatz
Der rechtss. (linkss.) Grenzwert f(xo+) (f(xo—)) ist eindeutig bestimmt.

Beweis Geg. 2%/ — 20, 2 > 29, j = 1,2 und lim f(x%j)) =: £ erfiillt
fO £ )
Dann sei (z%?’)) N definiert durch
ne

oy = al?, 2 =l 52—

aber f (xﬁf)) ist nicht konvergent — Wid. O

3) f: R—>R

flz) = {(1) zig\(@ = Xo(z) (Dirichlet)

Nirgendwo stetig!

4) f: R—>R

fz) =

L, wennz =2 mitpeZ\{0}, g€ N, (pl.q) =1
0 sonst

Nicht stetig in Q!

xo € R\Q Gilt |f(x)] < e fiir |z — x| < 7

Wihle ¢gp € N so grof3, dass q% < €; dann gibt es nur endlich viele rationale

Zahlen 2, (p,q) =1, (g < go) mit [zo — | <1
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Bemerkung: Die graphische Darstellung von Abbildungen ist ein fundamen-
tales Hilfsmittel!

2.3.4 Definition
Essei f: X — Y eine Abbildung. Dann heifit die Menge G(f) := {(z,y) €
X xY; y=f(x)} der Graph von f.

Beispiel Intuitiv konnen wir sagen: Der Graph einer stetigen Funktion hat
“keine Loécher”; er sieht sehr dhnlich aus wie der Definitionsbereich (“Kurve”
oder “Fldche”).

Aber f:R — R? stetig, z.B. Helix

-1 1
aber auch es gibt eine stetige Abbildung f : [0,1] —
Peano-Kurve
Trost: f ist nicht Lipschitz-stetig!
2.3.5 Satz
Essei f: X — Y. Dann ist f stetig genau dann, wenn
offen 1 offen i
(x)0OCY = f77(0) in X
abgeschlossen abgeschlossen

Beweis: 1. (x) = Stetigkeit
Wihle f(z) €Y, e >0 &) FUB.(f(x))) offen > x (f(z) € Bo(f(x)) Ve)
)

B30 =6(e,2) : Bs(x) C STV (B(f(2)) <= f(Bs(x)) C Be(f(x)
= [ stetig

2. Stetigkeit = (x)
OoffeninY, f(x) € O=3e>0: B(f(z)) CO

2935 = 0(e,2) : f(Bs(@) C Be(f(x)) = Bs(x) € £71(0)
Das beendet den Beweis, wenn f surjektiv ist.

Ubung: f ist stetig X — Y <= f ist stetig X — f(X)

Abgeschlossene Mengen Y D A abgeschlossen <= Cy A offen und Cx f~*(4) =
f~1(Cy A) offen wg. Stetigkeit = f~1(A) abgeschlossen.
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2.3.6 Satz (Zwischenwertsatz)
Es sei f: [a,b] — R stetig und f(a) <0, f(b) > 0. Dann gibt es x € (a,b) mit
f(z) = 0.

Beweis Definiere a; := a, by := b und beende das Verfahren, falls f(a,) =0
oder f(b,) = 0. Andernfalls setze

an+by,
P 5, falls f(
A, falls f (“"
(
(

) {bn, falls f
n+1 ‘= by, .
%, falls f

Gty )
-)
bu )

)

by

o

NI

an

o

<0
>0
<0
>0

an

2

Falls das Verfahren nicht abbricht, entsteht eine Intervallschachtelung (a.,), (by)

mit lim a, =: x = lim b,
n—od n—oo

= 0> lim f(a,) = f(x) = lm f(b)) 0= f(2)=0 O

n—oo n—oo

2.3.7 Folgerung
[Voraussetzungen wie in 2.3.6] Zu & € [f(a), f(b)] gibt es z € [a,b] mit f(z) =¢&.

Beweis Die Funktion f : [a,b] 3 z — f(z) — & € Rist stetig und f(a) — € <
0, f(b) — & > 0. Also geniigt es, 2.3.6 auf f anzuwenden. O

2.3.8 Definition

Ein metrischer Raum X heifit bogenweise/wequweise zusammenhdngend, wenn es
zu jedem Paar von Punkten z,y € X eine stetige Abbildung ¢: [0,1] — X gibt
mit ¢(0) =z, ¢(1) =y.

zB. X =R">z,y: c(t)=ty+ (1 —t)x
=ty + (1 =8)x1, . tym + (1 — t)xm)

2.3.9 Hilfssatz

Ist f € R[z] mit gr f ungerade, so hat f mindestens eine Nullstelle in R.

2.3.10 Definition

Seien X, Y metrische Raume. Die Gesamtheit der stetigen Abbildungen f: X —
Y bezeichnen wir mit C'(X,Y") (,continuous“). Die Gesamtheit der L.-stetigen
Funktionen mit Lip(X,Y).

Fir Y = R sei C(X,R) =: C(X), fiir Y = C entsprechend C¢(X) :=
C(X,C), analog Lip(X) und Lip¢(X).

VL: Do, 2003-01-23
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Bemerkung: C(X) ist ein R-Vektorraum mit den Operationen
L (f+9)(@) = f(z) + g(x)
2. (Af)(@) = Af(2)

(Fir f,ge C(X),z € X, €R.)
Entsprechend ist C¢(z) ein C-VR, analog fiir Lip(X), Lipg(X).

|f(z) +g(x) = (F(y) +9(v))]
<|f(z) = fW)] +19(z) — 9(y)|
<Cydx(z,y) + Cydx (z,y)
=(Cr + Cy)dx(z,y)

Ubrigens ist auch C'(X,R") ein R-VR!
Weiter kénnen wir auch multiplizieren in C(X):
(f-9)(@) = f(z) - g(x)
Dann gilt:
L(f-9)-h=F-(g-h)
2. flg+h)=fg+fh

3. fg=g9f

Fiir f(z) = A ergibt sich VR-Multiplikation mit A. Dies ergibt die Struktur
einer R-Algebra. (vgl. VL zur LA.)

Problem: Stetige Funktionen brauchen nicht beschrénkt zu sein (siehe R|[x]).

2.3.11 Definition

Eine Abbildung f: X — Y heifit beschrdnkt, wenn es ein y € Y und ein R > 0
gibt mit
f(X) € Br(y)

Die beschrinkten, stetigen Funktionen X — Y werden mit Cp(X,Y) (bzw.
Cy(X), Cc (X)) bezeichnet.

Interessante Struktur:

Wir definieren eine Norm auf dem VR Cp(X) durch

£l = sup |£(a)
Dann gilt:

L lfle =0 <= f(2)=0¥z (f=0)

2. IAflloe = sup,ex A (@)] = N sup,ex (@) = IA] /]l
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3. [lfit/ 2l = sup,ex [ f1(2)+fo(@)] < sup (| f1(2)]+]f2(2)]) < sup|fi(2)|+
sup | f2(2)] = [ f1lloc + [1f2]loo

Also wird Cy(z) ein metrischer Raum mit der Metrik d(f,g9) = [|f — 9llco-
Das ist interessant, weil i.a. dim Cp(X) = oo.

Wir hatten schon gesehen, dass die Funktionen (z%);cz, auf jedem Intervall
in R linear unabhéngig sind.
2.3.12 Satz

Wenn X vollstdndiger metrischer Raum, dann ist auch Cp(X) vollstidndig.

Beweis: Sei (f,)nen CF in Cp(X).

= Ve>0:3n(e):VYn,m =n(e): sup |fn(z) — fm(z)| <€
reX

= (fu(2)), oy ist CF in R

R vollst. = lim, o0 fn(z) =: f(x) existiert. Jedenfalls ist f : X — R wohl-
definiert.

Z.z: f € Cp(X) und lim, o0 fr = f in Cp(X).
Zunichst folgt:

= Ve>0:3n(e):VYn=n(e):sup |fulx) — f(@)] =|fn— flloo <&
zeX
Ist also f stetig, so folgt lim, o frn = f in Cp(X).

Beweis der Stetigkeit: Ist (z,) C X mit lim,,_ . z, = x, so ist zz:

lim f(z,) = f(z)

n—oo

d.h. wir miissen abschétzen:

e+ |fm(@) = fn(xn)[ +2 fir m > n(e)

Wir wihlen m = n(e) und nutzen die Stetigkeit von f,,(-) in X: Zu unserem
¢ gibt es dann ein § = d(¢), sodass aus d(z, z,) < d(¢) folgt:

|fn(a)(x) - fn(s)(xn” <e€
Also gibt es ein nq(g) so, dass fiir n > nq(e) gilt:
d(l‘,xn) < 5(5) und |fn(5)(x) - fn(e)(mn)l <e

Fiir n > ny(e) gilt also | f(z) — f(zn)| < 3e, d.h. f ist stetig. Offensichtlich
ist f auch beschréinkt. O
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Diskussion

Was bedeuted die Konvergenz in Cy(X)?

2 (] M

€-Schlauch

2.3.13 Definition

Wenn (fn)nen in Cp(X) gegen f konvergiert, so sagen wir: (f,,)nen konvergiert
gegen f gleichmdffig in X.

D.h.: limy, oo fn(2z) = f(z) VYV (%)

und: n(e) hingt nicht von x € X ab. (xx)

Beispiele:
X =10,1]

0, z<1
1

, x=1

L fule)=a"  nez, :,nmnmfn(m):{

d.h. f(z) :=lim,— fn(z) existiert, ist aber nicht stetig

= Konvergenz ist nicht gleichmifBig.

1

1
2

|
1

Explizit: Es gibt eine Folge z,, /1 sodass a7t = 3 = | fn(zn) — f(z0)| =

N

2. fa(®) = Ty 2%, 0= f(x) Yo e[0,1]

nx)?

Aber: (1 (5) = £ (3) =[5~ 0] =}

2.3.14 Satz (Dini)

Sei (fn(ac))neN eine auf [0, 1] definierte Folge stetiger Funktionen, die in jedem
Punkt = € [0,1] gegen eine stetige Funktion f(x) konvergiert und auBerdem
fu(x) < fop1(z) (bzw. fo(x) = fayi1(z)) erfiillt Vn,z. Dann konvergiert f,
gleichméBig gegen f.
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2.3.15 Satz (Weierstrass)

Jedes f € C([0,1]) ldsst sich gleichméBig durch Polynome approximieren, d.h.
es gibt eine Folge (fy)nen C R[z] sodass lim,,— 0 || fn][0,1] — fllec = 0.

2.3.16 Definition

Es sei (E, || - ||) ein normierter Vektorraum iiber R oder C. Falls E vollstéindig
ist, so heift E ein Banach-Raum.

2.4 Kompaktheit

2.4.1 Satz (Der Fundamentalsatz der Algebra)
Ist f € C[z] vom Grad > 1, so besitzt f in C eine Nullstelle.

Beweis: 0.B.d.A. f(z) =Y 7_ja;2/ mita, =1, n e N.
Dann gibt es ein R > 0 so, dass |f(z)| > |f(0)] fiir |z| > R (mdglich, da
gr f > 1), d.h. alle Nullstellen von f liegen also in Br(0).

Annahme: Es gibt keine Nst. von f in Bg(0). D.h.: |f(z)| > 0 fiir |2] < R,
d.h. es gibt ein zg, |20] < R, sodass

1) 1fEI=1f(z0)]>0
Wir betrachten jetzt

f(z0+h) = f(z0 +Z f(J (20)

=:f(20) + hfM (20) + hg(h, 20)
Dabei ist

FP(z0) = jajzp "

j=1

F®(z0) = Zajy G-k 1)

Wenn wir wissen, dass (2) f(1)(zp) # 0, so folgt mit

f(20)
h = _tf(l)((;o) te—eel:
f(z0 + 1) = f(z)

(1 —t) +t%4(t, 20)
d.h. [f(z0 + )| < |f(20)[(1 =) + Qtj
<E1f(20)],0<t<e

<1l (1= ¢+ 5) = (1 5) 7ol <7

= Beweis vollendet, wenn (1) und (2) bewiesen! O
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Diskussion (2) Es konnte sein, dass f(1)(z) = 0! Es kann aber nicht sein,
dass fU) =0 Vj € N, denn dann wire f(zo + h) = f(20) Vh € C,

z
d.h. f wiire konstant, im Widerspruch zu gr f > 1! Also wéhle jy := min{j €

N; @) (z) # 0}

S o+ h) = Flz0) + ’j?:ff<jo><zo> T ot z)

@ B gibt h € C mit |f(z0 + k)| < |f(20)]- Weil |f(20)] < 1 angenommen
werden darf (sonst wihle zp = 0!), kénnen wir zg so wéhlen, dass |zg| < R. Weil
h beliebig klein gewihlt werden kann (1), folgt |2 + k| < R = Widerspruch zur
Annahme f(z) 2#0Vz € C

(1) Deas ist gar nicht klar! Denn aus f(z) # 0 folgt |f(2)| > 0 fiir |2| < R, aber
nicht min |f(2)| = |f(20)] > 0! inf{|f(2)|;|2| < R} =:f >0 Wir miissen also
zeigen, dass f = |f(zo)] fiir ein |zg] < R!

Natiirlich wissen wir: es gibt eine Folge (2, )nen C Bgr(0) mit nh_)ngo |f(zn)| = §

Wenn wir wiissten, dass (2, )nen konvergiert, lim z, = zp € Br(0), dann folgte
n—oo

wegen der Stetigkeit von f
f= tim |f(z)] = £ lim z0)| = [£(z0)
Es geniigt zu wissen, dass (z,)nen eine konv. Teilfolge hat.

Erinnerung Bolzano-Weierstraf}: Jede beschriankte Folge in R besitzt einen
Hiufungspunkt. Fiir C?

Notation Im R™ bezeichne W,(zo) = {z € R™; |z; — x0;| < a, 0 < i < n}
=: Wiirfel um zy mit der Kantenlédnge 2a.

Dann gilt im R™ : B, (z0) C Wa(z0) C B, /ma(z0)

VL: Mo, 2003-01-27



2.4 Kompaktheit 93

2.4.2 Satz (Bolzano-Weierstrass)

Jede beschrinkte Folge im R™ besitzt einen Haufungspunkt.

Beweis Sei (z,)neny € Wg(0). Wir konstruieren Zerlegungen von Wr(0) in
2™ abgeschlossene Wiirfel von der Kantenldnge %, induktiv erhalten wir so eine
Folge

We (2,) CW_g_(Z,—1), so dass W & (Z,,) unendlich viele x,, enthilt.

P on—1 P

Dann bildet die Folge der Z,, eine CF in R™, denn
- - R .
| Ttk — &n| < \/527 <efirn>n(e),keN

Dann ist & := lim &, nach Konstruktion ein HP der Folge (z,)nen O

n—oo

2.4.3 Satz
Es sei A C R™ beschriinkt und abgeschlossen und f: A — R sei stetig. Dann

gibt es Punkte Zyip und Tmay in A mit f(zmin) = ;Ielg f(@), f(@max) = sug (x).
pAS

D.h.: Jede stetige Funktion nimmt auf A ihr Max und ihr Min an.

Beweis Betrachte nur max (sonst ersetze f durch —f). Dann gibt es (2, )neny C
A mit sup f(z) = lim f(x,); nach 2.4.2 besitzt (z,) einen HP x, und weil A

abgeschlossen ist, gilt z € A = sup f(z) = khj& flzn,) =f(@) = f(Tmax) O

Bemerkung  z,in/max ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt!

2.4.4 Definition

Ein metrischer Raum X heifft kompakt, wenn jede Folge (2,,)neny C X einen
Haufungspunkt besitzt, d.h. wenn es eine konvergente Teilfolge gibt. Eine Teil-
menge A eines metr. Raumes heiflt kompakt, wenn sie als metr. Raum mit der
induzierten Metrik kompakt ist.

Beispiele 1) Jeder endliche metr. Raum ist kompakt.

2) Jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge des R™ ist kompakt, nach Bolzano-
Weierstrafl.

3) R™ (allgemein: eine unbeschrinkte Teilmenge von R™) ist nicht kompakt.

T = (j707...,0) = |.”L'j+k —Ll?jl >1
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4) Jede offene Teilmenge von R™, O, mit § # O # R™ ist nicht kompakt!
Denn

R™ = O U020 UCxO
~~
=0

Dann ist 00 = O’ N0 # 0, d.h. es gibt einen HP x von O, der nicht in O liegt.
Dann gibt es (2, )neny € O mit lim x, = x ¢ O.

D.h. Kompaktheit wird zerstort durch Unbeschrdnktheit und Hiufungspunk-
te, die nicht in der Menge liegen.

5) Jede kompakte Menge ist beschrinkt (Ubung!); betrachte fiir 2o € A :

sup dx (zo, z). Die Umkehrung gilt nicht: X = (0,1)
T€A

2.4.5 Satz (Eigenschaften kompakter metrischer Riume)

1. Jeder kompakte metr. Raum ist beschrinkt in dem Sinne dass

d(X) :=supdx(z,y) < oo (d(X) heiBBt der Durchmesser von X)

2. Das Produkt von kompakten metrischen Rdumen ist kompakt.

w

. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

>

. Das stetige Bild eines kompakten Raumes ist kompakt.
Beweis 1) v (1)
2) XY metr. Riume, kompakt, z, = (z,,yn) € X XY

Z.z. (zn)nen besitzt eine konvergente Teilfolge.
Wegen X kompakt 3 konvergente (2, ) von (z,) in X und von (yn, )y in Y

etwa (ynkf)jeN' Dann ist aber z,,, = (xnkj,ynkj) konvergent in X x Y.

3) v

4) f: X — f(X) =Y stetig, X kompakt. Sei (yn)nen bel. in Y, y, =
f(zy) Vn. Wegen X kompakt besitzt (x,) eine konvergente Teilfolge (2, )ren-
Also ist yp, = f(an, ) konvergent wegen Stetigkeit. O

2.4.6 Satz

Es sei X kompakt. Dann nimmt jedes f € C'(X) auf X ein Maximum und ein
Minimum an.
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Beweis: Betrachte nur Max. Es gibt (2,,)ney C X mit lim f(x,,) = sup f(2z); (z4)

besitzt eine konvergente Teilfolge (x,, ) wegen Kompaktheit, Zpyayx := klim Ly -
c— 00

Dann folgt wegen Stetigkeit

sup f(z) = khm f(xnk) = f(Tmax)-O
zeX —o0

Bemerkung FEin Banach-Raum kann nicht kompakt sein, weil er nicht be-
schriankt ist: d(0, Az) = || Az| = |A|]|z||

Genauere Analyse des Kompaktheitsbegriffes

In der Konstruktion fiir R™ konstruieren wir fiir A kompakt und jedes € > 0
eine endliche Uberdeckung von A durch Kugeln vom Radius €.

Erinnerung: A Menge, (Ay)aca C P(A) heifit

Uberdeckung von A < |J 4, =A4
acA

Zerlegung von A <= (A,)aca ist Uberdeckung und A, N Ag = 0 fiir
aBeA a#p.
2.4.7 Definition

Ein metr. Raum X heifit prikompakt (totalbeschréinkt), wenn es zu jedem € > 0
eine endliche Uberdeckung durch e-Kugeln (ein endliches e-Netz) gibt, d.h.

N(e)
X = U Be(x;) fiir gewisse z; € X
i=1

2.4.8 Hilfssatz VL: Do, 2003-01-30

1. Ein kompakter metr. Raum ist vollstdndig.
2. Eine Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt gdw. sie abgeschlos-
sen ist.
Beweis:

1. Sei (25)nen eine CF in X. Wegen der Kompaktheit besitzt (2, )nen eine
konvergente Teilfolge (2, )ken-

lim z,, =z =d(z,,,z) <e k> k(e)

k—oo

= fiir n > nge)( = k() : d(@n, 2) < d(Tp, Tpy(y) + d(Tp,.,, T) Wegen

<e <e
CF, fiir k() hinr. grof.
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2.

(a) Y C X kompakt, z.z: Y abg. < Y =Y < Y'CY.

Seiy € Y’ ein Haufungspunkt, es gibt also (Y )nen C Y mit lim,, 00 ¥ =

Y.
Nun besitzt (y,)nen wg. Kompaktheit eine (in Y') konvergente Teil-
folge yn, gty yeY=y=y €Y.

(b) Y sei abgeschlossen, (yn)nen C Y. 2.2.: (Yn)nen besitzt eine konver-
gente Teilfolge.

(Yn)nen CY C X, X kompakt = J(y,,,) — = € X.
1.Fall: z €Y: V/
22 Fall 2 ¢Y:2 €Y' CY - Wid.

= Jede kompakte Teilmenge ist abgeschlossen, jede abgeschlossene Teil-
menge kompakt.

2.4.9A Satz

Ist X kompakt, so ist X prakompakt und vollstéandig.

Beweis

e Vollstandigkeit: v/

e Annahme: X nicht prikompakt. Dann gibt es €9 > 0 sodass fiir 0 < € < gq

kein endliches e-Netz existiert.
Wihle z1 € X = Jxo : d(x1,22) > €p.

Annahme: Wir haben x1,...,x, gefunden, die paarweise fiir 1 <i,j7 < n
und i # j entsprechenden Abstand haben. Dann gibt es auch z,41 € X
mit d(z,41, ;) = €0 Vi < n denn sonst wire x1,. ..z, ein endliches &o-
Netz.

Also erhalten wir eine Folge (2;);en mit d(z;, ;) > € Vi # j. Diese Folge
besitzt keine konvergente Teilfolge — Widerspruch! O

Wir verallgemeinern die e-Netz-Eigenschaft wie folgt: Wir kénnen aus der
offenen Uberdeckung (Bf(x))x X fiir jedes € > 0 eine endliche Teiliiberdeckung

auswihlen. Gilt das auch fiir beliebige offene Uberdeckungen?

2.4.10 Definition

Ein metrischer Raum heiBt iberdeckungskompakt, wenn aus jeder offenen Uber-
deckung eine endliche Teiliiberdeckung ausgewéhlt werden kann.

2.4.9B Satz

Jeder prakompakte und vollstédndige metrische Raum ist iiberdeckungskompakt.
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Beweis: Annahme: Das ist nicht der Fall, d.h. es gibt eine offene Uberdeckung
(Ou)aca von X ohne endliche Teiliiberdeckung. Wir bestimmen jetzt endliche
27"-Netze fiir jedes n € Z; und konstruieren eine Folge von Mittelpunkten wie
folgt:

xo ist Mittelpunkt eines ,,1-Balles”, der keine endliche Teiliiberdeckung aus

(Bl(ilio) n Oo‘)aeA hat.

Tpy1 ist Mittelpunkt eines ,,27"~1-Balles®, der keine endliche Teiliiberde-
ckung hat und By-n—1(Zp41) N Bo-n () # 0.
Dann gilt: d(x,11,7,) <277 +27"71 =3.27""1 also

d(Tp ik, Tn) < Z d($n+jﬂ Tptj—1)

j=1

k
<3.y 27
j=1
<3.2™"
= (z,) ist CF. Da X vollstindig ist, konvergiert (z,) gegen z € X. Es gibt

ein g € A mit x € Oy, wg. Uberdeckung. Dann gilt 3¢ > 0 mit B.(z) C O, =
By-n(2n) C Opy, wenn 3-277 4277 = 2271 < . —Wid!

2.4.11 Hilfssatz

Sei (zp)nen C X beliebig. HP(x,) = Menge der Haufungspunkte von (2, )nen,

HP(zn) = () {&ntnzm = F(zn)

>1
m= Fp(zn)

Beweis: HP(x,) C F(x,) folgt, wenn HP(x,) C Fp(z,) Ym.
HP(z,) >z < 3 Teilfolge (z,,) : img_,00 Tpn, =: .

1. Fall: Fiir unendlich viele k ist z,,, # 2 = © € F,,(2,).

2. Fall: =z, =« firk > ko= x € F,,(z,) Vm.

k

z.z: F(x,) C HP(xy,). Sei y € F(x,). Konstruiere (2, )men mit

lim z,, =y

m—00

Wihle dazu @y, € Fy, mit d(z,,,y) < & (das ist méglich!). O

2.4.9C Satz

Jeder iiberdeckungskompakte metrische Raum ist kompakt.
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Beweis: Sei X tiberdeckungskompakt, (2, )neny C X bel. z.z.: (z,) besitzt HP.
= F(an) =Nysy Fnlan) #0

Annahme: F(x,) ist leer. Da F,, = F,,, ist Cx F}, offen und CxF = Cx () =
X =Cx ﬂm>1 F, = Um>1 Cx F,, offen.

Wegen Uberdeckungskompaktheit gilt X = Ui:l CxF,,, (endl. Auswahl)
= 0 =N, Fn, = Fpn, — Wid! O

2.4.9 Satz

Die folgenden Bedingungen an einen metrischen Raum sind dquivalent:
1. X ist kompakt.
2. X ist prakompakt und vollstandig
3. X ist iiberdeckungskompakt (Satz von Heine-Borel)
Beweis siehe 2.4.9A-C. O

2.4.12 Definition

f e C(X,Y) heiBt gleichmdfig stetig, wenn 6 = §(g,x, f) von x unabhiingig
gewéhlt werden kann.

Beispiel: f € Lip(X,Y) = f glm. stetig.

2.4.13 Satz
Ist X kompakt, so ist jedes f € C(X,Y) gleichmiBig stetig.

Beweis: Seie > 0 fest. Wihle 6 = d(e, z, f) so, dass

7 (Bas(@) € By (F(a)

Dann gibt es z1,...,zx € X mit

N
U Bs(z 2 (@) = X

=1

(39) = min o (g )

Das ist das gesuchte 6. O

Setze

2.4.14 Satz (Heine-Borel)

Eine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschréankt ist.

VL: Mo, 2003-02-03

Beweis “<” Bolzano-Weierstra$; “=” Ubung O
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Erinnerung X kompakt, f: X — Y stetig
= f ist gleichméBig stetig in X, d.h. § kann unabhéngig von z € X gewéhlt
werden, § = (g, f)

Frage X Ty stetig u. bijektiv. Ist f~! stetig (“automatische Stetigkeit”)??

2.4.15 Satz
Ist f: X — Y bijektiv u. stetig und X kompakt, so ist auch f~! stetig.

Beweis 7! stetig <= ( ffl)fl (A) abgeschlossen in Y fiir A abgeschlossen
in X.

Aber (f7) (A ={yeY:if 'y €A <= ye f(A}=f(A); ACX
abgeschlossen = A ist kompakt = f(A) kompakt in Y = f(A4) abgeschlosen.O

-1

Spezialfall X =Y =R oder [a,0] = X; f: [a,b] — f([a,]])

Dann ist f streng monoton, denn sonst 3(z.B.) z1 < 2 < x3 mit

f(x1) < f(z2) = f(x3). Dann gébe es aber y; < y2 mit f(y1) = f(y2) nach dem
Zwischenwertsatz.

2.4.16 Satz

Eine stetige und injektive Abbildung f : (a,b) — R ist streng monoton. Ferner
ist das Urbild kompakter Mengen in f((a,b)) unter f kompakt.

Beweis oBdA. f 7. Ist A C f((a,b)) = (o, 8), — o0 < a < < oo kompakt,

b <
soist A C [a, 8] C (a 8) = £ 1([@ B)) = [F~1(a), £~1(B)] kompak. 0

2.4.17 Definition
f: X — Y heifit eigentlich, wenn die Urbilder kompakter Mengen kompakt

sind.

Bemerkung X kompakt, f stetig = f ist eigentlich, denn:

A CY kompakt = A abg. = f~1(A) abg. in X = f~!(A) kompakt

2.4.18 Satz

f: X — Y stetig, eigentlich und bijektiv = f~! stetig

Beweis z.z. A abg. in X = f(A) abg. in Y

Also sei f(xz,) konverg. gegen y € Y = {y, f(z1),...,f(zn),...} ist kom-

pakt = {f~*(y),z1,...,%n,...} kompakt = 3 Teilfolge (x,,) konverg. gegen
veX = f(rn)—flz)=y O

Betrachte jetzt C'(X) mit X kompakt: ein interessanter Raum:

e C(X) ist ein R-Vektorraum, aq f1 + aa fo € C(X) fiir o; € R, f; € C(X)
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)

e C(X) ist vollstdndig unter der Supremumsnorm ||f||o := sup |f(z)
reX
doo (1, f2) = [f1 = foll
e C(X) ist eine Algebra, d.h. f1fy € C(X) fur f; € C(X)

Wie lassen sich prakompakte oder kompakte Teilmengen A C C(X) charak-
terisieren?
Notwendig ist

(1) A ist beschrinkt <= sup ||fllec < C < 00
feA

(2) Aist gleichgradig stetig, d.h. fiir jedes x € X und ¢ > 0 kann § unabhiingig
von f € A gewihlt werden.

Ve >0, z€ X 30 =6(e,z): f(Bs(zx)) C Bo(f(z)) Vfe A

> [f(x) = f(y)| < e Vy € Bs(x)

Wie im Beweis der gleichm. Stetigkeit kann § sogar unabh. von x gewéhlt
werden!

2.4.19 Satz (Arzela & Ascoli)

Es sei X kompakt und A C C(X) erfiille die Bedingungen (1) und (2). Dann
ist A kompakt.

Beweis

1. Schritt Wir konstruieren eine Folge (z,)neny C X, die dicht ist, d.h. je-
der Punkt von X ist ein Haufungspunkt von (z,),en. Dazu nehmen wir alle
Mittelpunkte von %—Netzen von X, n € N.

2. Schritt Fiir jedes n € N ist die Menge {f(z,); f € A} C [-C,C], besitzt
also eine konvg. Teilfolge (in R) nach Bolzano-Weierstraf.

Wir betrachten jetzt eine Folge (f;)ien C A;
z.z. (f1) besitzt eine in C(X) konverg. Teilfolge.
Also gibt es eine Teilfolge (f1;)ieny mit (fi;(x1)) konvergent. Wihle Teilfolge

(f21) von (f1;) mit (far(x2)) konvg. = (for(x;)); konvg. fiir i = 1,2
Induktiv erhalten wir Folgen (fi;)ien mit

o (fr1): ist Teilfolge von (fr—1,:)
o (fri(z;)) konvergiert fur 1 < j < k.

Dann bilden wir die Folge (gx)ken mit gi := frr € A. Die Folge konvergiert
in allen z;, d.h. (gx(x;)) ist CF.
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3. Schritt Sei z € X beliebig, z.z. (gx(x)) ist gleichmdfige CF.
|9k (@) —gi (2)] < gx (@) —gr (i) [+ [gr (2) —grr () [+ g (23) =g ()| =2 T+TT+TTT
Zu £ > 0 wihlen wir § = 6(¢) so, dass
|f(x) = fy)| <eVr,ye X : dx(z,y) <d=0d(e)
Wiéhle z; mit dx (z, ;) < § (Schritt 1) = I + 111 < 2¢
Wegen II = |gr(x;) — grr(25)| und x; = x;5) kénnen wir ein & = k(d(g)) so
wihlen, dass IT < ¢ fiir ',k > k(6(¢))
= |gr(@i) — g (x1)| < € fiir k, k' > k(6(e))
= gk —gill <e= Jim g € C(X)o

Bemerkung Ist A C Lip(X) und |f(z) — f(y)| < Cd(x,y) Vf € A mit C
unabh. von f, dann ist (2) erfiillt.

Problem Welche Funktionen in C(X) geniigen, um alle zu approximieren?

2.4.20 Satz (Stone-Weierstraf})
Gegeben sei A C C(X), X kompakt, mit den folgenden Eigenschaften:

e A ist eine Unteralgebra von C'(X)

e A enthilt die Konstante 1(= f(x))

o A“trennt die Punkte” von X, d.h.zuz # yin X ex. f € Amit f(z) # f(y)
Dann ist A = C(X).

2.4.21 Satz (Weierstraf})
R[] | [a,b] (o0 < a < b < 00) ist dicht in C([a, b])

Beweis Einfache Folgerung!
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Kapitel 3

Die Konstruktion reeller
Funktionen

R(™ 5D LR (D eine beliebige Teilmenge)
D(f) := Definitionsbereich von f; R := f(D) = Bildbereich von f

Was kennen wir?

1. Polynome R[x]
2. f(z) =|zf; f(x) =sgna
3.p>0,peQ; f:Risz— {r eRy

4. f(z) =, 2 #1,dh D(f) =R\ {1}

o] .
2| <1= 1 = > a7 Potenzreihe
§=0

(Andere Potenzreihe z.B. exp(z) = e = Zo ?—J, Vr € R)
j=

3.1 Polynome

n

f(x) :Zajxj, an #0, n=gr f

=0

e R-VR mit der Basis (27);cz,
041f1 + Oégfg € R[T} fir fi S R[JZ], a; €R

o fi e Rlz] = fif2 € Rz]

fz(a:) = Zai‘jxj Q5 = 0 fiir j >gr f
§=0
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o0 o0 oo
= fifo(z) =Y arae? Yy aga® = Y arjagea’
i=0 k=0

J,k=0
o0
l E :
= T a1502k

=0 Jt+k=l
3. k€LY

e Es gilt aber auch, dass mit f; € R[z] auch f; o fo € R[z]

fro fo(z) = fi(fa(2)) = Zalj(fQ(I))j = Zau (Z a2kxk>
i=0 =0 k=0

Produkt von Pol. €R[z]

Linearkomb. von Pol. €R[z]

3.1.1 Hilfssatz

R[] ist abg. unter Linearkombinationen und Produktbildung, d.h. mit f1, f €
R[x] sind auch a; f1 + asfe, fif: und f1 o fo in R[z].

3.1.2 Hilfssatz
Zu f € R[z] gibt es komplexe Zahlen ()\Z)i{ (nicht notwendig verschieden!), so

dass
gr f

fla) = age s [T (@ = 2)

Dabei gilt (%)% = (A5 7

=1

3.1.3 Hilfssatz
Fir A € R und f € Rlz] ist fl|[A € C(A). Ist A beschriinkt, so gilt sogar
f|A € Lip(A).

3.1.4 Hilfssatz

gr f . )
Fiir f € R[x]a I(),h eER gllt f(‘TO + h) - Z }Jilf(J)(‘TO)a
j=0
gr f

wobei fU)(x0) := 3 apk(k —1)---(k —j + 1)zF~7 € R[z]
k=j

Wie koénnen wir f(!) aus f gewinnen?

Fl@o+h) = f(zo) + hfP(wo) + B> g(xo, h)
N—_——
Polynom in h
= fiir b # 0 ist fO)(z) = LEHIZI@) g, 1)
— lim f(wo+h) — f(zo0)

h—0 h
h#£0

= f(l)(l"o)
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f(x0+h) =
X

T

=

(x0) S

x0 x0+h

) = Steigung der Sekante
= f(x) ist die Steigung der Tangenten an G(f).

f(xo+h)—f(z
d.h. Lzeth)=i(xo)

3.1.5 Definition

Das Polynom
gr f

fM(@) =) jaja’~" € Rla]

Jj=1

heiBt die Ableitung von f. Wir schreiben dafiir auch f’(z) (Newton) oder %(x)
(Leibniz).

Das ergibt eine Abb. R[z] 3 f — f’ € R[z].

Was hat diese Abb. fiir Eigenschaften?

3.1.6 Satz (Eigenschaften der Ableitung)

1. Die Ableitung ist linear, d.h. (a1 f1 + asfa) = a1 f] + as f)
Insbesondere %xj = jai—1

2. Fiir Produkte gilt die Leibnizregel (f1f2) = f1fe + f1.f4
3. Fiir die Ableitung der Verkettung gilt die Kettenregel: (fiofa) = (fiof2)f4

Beweis 1)
2) (fif2) (z) = ... (Polynomformel)
oder: (fif2) (xo) = lim Jifo(zo + hf)L — fifa(zo)

= lim %((ﬁ(wo + h) = fi(20)) f2(20 + h) + f1(zo)(f2(z0 + h) — fa(20)))

h—0
= falo) ;%lin f1(wo + h})l — f1(zo) fa(zo + h})l — fa(o)
= fi(zo) f2(mo) + f1(x0) f3(z0)

+f1($0)}lli£%
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3) Wir haben zu untersuchen

f1(f2(zo + h)) — fi(fa(w0))

fllii% h
k(h,zo)
i F102@0) + 1 [Falwo + 1) = fo(ao)] =(fa(a0)
h—0 h

(beachte h — 0=k — 0)

~ lim J1(fa(zo) + k(h, 20)) — f1(f2(z0)) k(h,x0)
h—0 (h l‘o) h
) —

~Fitfa(oo)) Jim L) — gy ) )

falls wir annehmen koénnen, dass nicht k£ = 0.
In diesem Fall wiire aber fao(xg + h) — fa(z9) =0 = fo konstant

= f1 o f konstant = (f1 o f2)’ = 0 = Beh. O

Was ist mit der “Ableitung” von r(x) := #, x #17

\,_/
f(z)

f@)r(z) = 1. Wenn }llir% M =:7'(x) ex., dann gilt
1 1
+ (1 —a)' (@) =1 (2) = (e

0= f'(2)r() + fla)r(x) = —

1—=x

Betrachte die Funktion inv: R\ {0} 32— 1 e R\ {0} =r=invo f
1 1 —h 1 1 1 -1
r#0, eth70= t+h oz x(:r+h):>h<ac+h ac) z(x + h)

1 d

: / _ el —1 — _ —2
= inv'(z) = = = dx(x ) x
3.1.7 Hilfssatz
Fiir z # 0 gilt
-1 _ -1
lim (z+h) REN—
h—0 h
Uber R[z] hinaus:
1
- — 4R
—2 o) [z]
“Lemma” dd (1) =-2% ok; %ﬁ = —g(i)z ¢'(x) nicht ganz ok

3.1.8 Hilfssatz
f,9 €Rlz],m0 & g71(0) = r(x) = f(,z,g ist differenzierbar in o mit

VL: Mo, 2003-02-10
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3.1.9 Definition
Fiir f,g € Rlz] heifit r = 5 eine rationale Funktion, mit D(r) =R\ g~1(0)

n—1

Bemerkung g¢(z ) ", neN= Ly = _nt — (_p)p-n-1
d.h. furnEZgllt "—nx"l

72(h) := x + h =: Translation um z (Polynom vom Grad 1)
Also wird fiir f € Rx]

L) = L pormy = paen =3 22 - f(” -5 {0 @)

jz1 ( J>0
Daraus entnehmen wir (f/))(z) = f0+Y (x)
_ d _ MG
flet ) =fon) = gfont) = fwth =35 (19@)
Durch Koeffizientenvergleich der Polynome folgt
3.1.10 Hilfssatz

. d . ,
FUt (@) = %f(j)(x)a J €Ly
Bemerkung D.h.

@) =@, 190 = 1 (1)

Deshalb schreiben wir

3.1.11 Hilfssatz
[ f1, f2 € Rlz]
1. Fiirn > gr fist fM(z) =0

2. (ddx) (a1 fi+azfo) = an (g ) fit o (4 )nfz

3. (%)n (fif2)(x) = Zn: (?) fj)(m)fg(nfj)(x) Leibnizregel

7=0
Beweis: Ubung

Kettenregel spiter!
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Frage Gibt es “Normalformen” rationaler Funktionen?

gr f gr f
F@) =3 aj2? = ag ; [[(@—A), Aj € £71(0) (mit Vielfachheit)
j=0 j=1
linear multiplikativ
-0

1. Fall gr f > gr g= 3f1, fo € Rlz] mit gr fo < gr g,sodass f = fig+ fo =
r(x) = fi(z) + 1;2((;)), also oBdA. gr f < gr g fiir lineare Normalform

3.1.12 Satz (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen)

Es sei r = 5 mit f,g € Rz], gr f < gr g. Ferner seien Ay,...,A\; € C die

k
verschiedenen Nullstellen von g, d.h. g(x) = go [] (z — A\;)* fiir gewisse a; € N.
i=1
Dann gibt es eindeutig bestimmte Konstanten b;; € C, so dass

k  a; bz
=22 Gy

i=1 j=1

Beweis Induktion iiber m :=gr g

m=1
f(0) _ f(0) f(0)

r(z) = 9@  aw+b a(m—f—%) v
m—m+1

k

g(z) = g0 H(x —N)% =t (z—M)"gi(x) = grgi <grg
@) SO0 S@an) e @) _ b
Betrachte n@ 0w ()9 ) ) fiir g1 (z) #0

Dann ist h € R[z] mit h(A;) =0
= h(z) =(x — A\)hi(x) mit gr hy <grh<grg1+(a; —1)=grg—1

_ @)t -\ 1(z)
1(z)

gi(xz)  g1(\)
) _ f) 1 ha ()

(z
= +
() gi(M) (z=A) (= A)m~tgi(x)
Moo grgi<grg=m+1, grhy <grgi+(ar—1)
16 = Existenz (!),

(z=X1)*17 g1 (@)
Eindeutigkeit: nur fiir b;,, = lirr; (z — X)%r(x)

>

@

N /

g

Betrachte vy = 2L
g1

= Induktionsvoraussetzung ist anwendbar auf
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Berechnung der Partialbruchzerlegung

Ansatz mit unbekannten Koeffizienten

f@) 5 by
PRSP DY wy
k a; k
ﬁf(w)zgozzbij(fﬂ—/\)m T = M)

Dann bestimmt man die b;; durch Koeffizientenvergleich.
= eindeutig losbares lineares Gleichungssystem

Eine weitere Operation fiithrt aus den Polynomen heraus:
f: R — R bijektiv, dann ist f~!i. allg. kein Polynom,
2B, f(z)=a3= f~l=2a3

(f~* nicht differenzierbar in 0: hT =h"

ol
wlivo

— ool)
h—0+

3.2 Differenzierbare reelle Funktionen

3.2.1 Definition

Es seien XY metrische Rdume, f : X — Y, 2o € X. Dann sagen wir, dass
fin @y einen Grenzwert besitzt, wenn fiir jede Folge (zn)neny C X \ {zo} mit
lim x, = x¢ gilt, dass (f(2n)),cy in Y konvergiert.

n—oo

3.2.2 Hilfssatz

Wenn f: X — Y in xg einen Grenzwert besitzt, so haben die Folgen (f(x,)),,cy
einen von (z,)nen unabhingigen Grenzwert, solange (z,)nen C X \ {zo} und
lim z, = xg.

n—oo

Beweis Annahme: 3(x,)nen, (), ) nen mit den gewiinschten Eigenschaften, aber
lim f () # lim f(z!,)
n n
Setzen yap, 1= Tpn, Yont1 = T, N E N = (yn)nen erfiillt die Voraussetzun-
gen, aber (f(yn)),cy ist nicht konvergent.= Wid. O

Bemerkungen Wir schreiben dann lim f(z) fir den gemeinsamen Grenz-

T—xT0
wert.

Ist f stetig in xq, so besitzt f in z¢ den Grenzwert f(z¢)

f(z) = sgn(z): kein Grenzwert in 0,
rechtsseitiger Grenzwert: betrachte f | Ry = 3 Grenzwert in 0, = 1 # f(0)
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3.2.3 Hilfssatz (Cauchy-Kriterium)

f: X =Y, Y vollstindig.
f besitzt in xg € X einen Grenzwert

— Ve>030=0(c) Va,y € Bs(wo) : dy(f(z), f(y)) <e

Beweis Ubung!

3.2.4 Definition

Essei f: R D D(f) — Rund zo € D(f) sel ein innerer Punkt. Dann heifit f
differenzierbar in xy, wenn

lim f(@o+h) — flzo) _ df

Py h Sz

existiert.
zo+h € (xo—¢e,x0+¢)\{zo} < 0<|h| <e, dh. bilde den Limes fiir
alle hinreichend kleinen h # 0.

Beispiel: R\ {0} 22+ 1 €R, z bel., zu berechnen:

1 1

lim Tothn  To

fir (hy,) C R\ {0}, (zo+ hy) C R\ {0} und lim h, =0,
d.h. fiir alle Nullfolgen (h,,) C R\ {0} mit (z¢ + h,) C R\ {0}

1 1

To+thn o — —hn - _ 1 _ 1
hn hnxO(xO + hn) xo(fo + hn) x(2)
B B

dz

3.2.5 Definition (Die Landau-Symbole)

o

Motivation: f differenzierbar in zo € D(f)

— lim f(xo+h) — f(zo)
h—0 h

— f'(x0)| =0

= lim & [/ + h) — £(wo) ~ hf'(wo)]

::Rf(:b(),h)

f,g: X >R, zgeX
Wir schreiben dann f = O(g) fiir z — xo, wenn es ein € > 0 und ein C' > 0 gibt
mit |f(z)| < Clg(x)| Vo € B:(zo)

Wir schreiben weiter f = o(g) fiir © — xo, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § =
5(e) > 0 existiert mit |f(z)| < e|g(z)] fiir z € Bs(zo)

VL: Do, 2003-02-13
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Diskussion

1. Ist g(z) # 0 in Be(wo), so gilt f = o(g) fiir 2 — 29 <= lim L(z)=0

r—xg 9

2. f differenzierbar in xy € D(f) =

f(xo+h) = f(xo)+hf (xo)+[f (wot+h)—f(zo)=hf (x0)] = f(x0)+hf (x0)+o(h)

Umgekehrt: f(zg 4+ h) = f(xo) + hf'(z0) + o(h)
h;ﬁOM f( ) ()furh—>0
= [l

3.2.6 Hilfssatz

f: RO D(f) — R ist differenzierbar in z¢ € D(f)
<= f(zo+h) = f(z0) + hf'(z0) +o(h)
—_—

Tangente!
3. Fiir h — 0 ist |h|1T® = o(h) fiir jedes o (€ Q) >0

g:9(h) =go+hgi, g(0)=go= f(xo)
Steigung in g = f'(z9) = g1 = Gleichung der Tangenten ist g(h) = f(zo) +

hf' (o)

3.2.7 Hilfssatz

f+ RDD(f) — Rist genau dann in z¢ € D(f) differenzierbar, wenn es eine
lineare Funktion g : R — R gibt mit

f(zo +h) —g(h) =o0(h) fiir h — 0
Diese lineare Funktion ist eindeutig bestimmt (fiir f differenzierbar): ihr Graph
ist die Tangente an G(f) in (zq, f(z0)).
3.2.8 Satz
fi- ROD(f;) =R

[e]

1. f; differenzierbar in ¢ € D(f;) = a1 fi + aafe differenzierbar in z¢ und

d%(alfl + asfa) = ay fi(xo) + aafs(20)

2. Voraussetzungen wie in 1. = f; fo differenzierbar in xy mit

(fif2) (z0) = fi(wo) f2(w0) + f1(x0) f3(x0)

3. f2(D(f2)) C D(f1), xo € D(f2), fa(zo) € D(f1), f1 differenzierbar in
fa(xo),f2 differenzierbar in xg = f1 o fo differenzierbar in ¢ und

(fro f2)(wo) = fi(f2(w0)) f2(w0)
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Beweis Nur 3. !

fio fa(zo +h) = fi(fa(zo +h)) = fi(fa(zo) + hfs(x0) + o(h))
k
= fi(fa(zo)) + kfi(f2(x0)) + o(k)
= f1(fa(20)) + hfi(fa(20)) f2(x0) + o(h) fi (f2(x0)) +-o(k)
(h
(mit o(k) < (||| f5(z0)] + C|h]) = o(h))
= fi(fa(20)) + h fi(fa(z0)) f3(20) +o(h)
(fiof2)"(wo)

o

Z

3.2.9 Satz

f+ D(f) — R(f) bijektiv, f differenzierbar in xy, f(x¢) innerer Punkt von
R(f). Dann ist f~': R(f) — D(f) differenzierbar in f(x() genau dann, wenn
gilt:

(1) f'(zo) #0  (2) f~" ist stetig in f(zo)

Beweis “=” Sei f~! differenzierbar in f(z¢). Dann ist f~! auch stetig in
f(zo) = (2). Weiter gilt die Kettenregel, wegen

fThof(e) =2 =id(2) = 1= (f71) (f(z0)f'(x0) = (1)
1

f'(o)

und (71 (f(z0)) = oder (f~1)(yo) = (mit f(xo) =: o)

1
f(F=1(wo))
“e” Essei fo! stetig in f(zo) und f/(x9) # 0. Wir miissen den Grenzwert
%irr%) +(f7H(f(z0) + k) — o) bestimmen.

Fiir hinreichend kleines k, |k| < € gibt es h(k) mit f(xzo)+k = f(zo+h(k)) <
FY(f(xo) + k) =20 + h(k) = lim h(k) = 0 wegen Stetigkeit

fzo) +k = f(zo + h(k)) = ( )+ (k) o) + o(h(k))
= k= h(k)f'(x0)(1 + o(h(K))), d.h. h(k) (L +o(k)) (1)
5 Y S
= 7 (f(wo) + k) — o = h(k) = Flao) + o(k)

(*)f: [a,b] > R,—00 < a < b < oo ist stetig und in (a,b) differenzierbar.

3.2.10 Satz (von Rolle)
f erfiille (x) und f(a) = f(b). Dann gibt es ¢ € (a,b) mit f'(¢c) =0

Beweis 1. Fall f ist konstant, f(x) = f(a) Vz € [a,b] = f'(z) = 0Vz € (a,b)

VL: Mo, 2003-04-14
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2.Fall f nicht konstant

= 3¢ € (a,b) mit f(¢) # f(a), oBAA. f(¢) > f(a) (sonst betrachte — f)

Da f stetig ist in [a, b] und [a, b] kompakt ist, bestitzt f ein Maximum= f(c) >
f(a) fur ein ¢ € (a,b) Nun ist

<0 firh>0
>0 firh<0

1
St h) = f(e) {

= f(¢c)=0 O

a b

3.2.11 Satz (Mittelwertsatz)

Wenn f () erfiillt, so gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = W

Beweis: Setze F(z) := f(x) — (z — a)w
= auf F ist 3.2.10 anwendbar = 3¢ € (a,b) mit 0 = F’'(c) = f'(c) — WD

3.2.12 Hilfssatz
Fiir « € Q ist (0,00) 2 2 — a* € (0, 00) diffb. mit (z) = az* L.
(¥) —o0 < a < b < 0 = [a,b] kompakt, f : [a,b] — R stetig und in (a,b)
diffb.
Bemerkungen:
1. (%) f konstant in [a,b] < f/(x) =0 Vz € (a,b)
o <" trivial

e .—": Wihle 21 < x5 in [a,b] und verwende Mittelwertsatz
= f(x1) — f(x2) = (x1 — 22) f'(¢) = 0 fiir ein ¢ € (x1,x2)

2. (x) f’(x)(;)o YV € (a,b). Dann gilt fiir 21 < 23 € [a,b] : f(xl)(<<)f(l'2)
Analog fiir < oder <!

3.2.13 Hilfssatz

E*) ]ist 1/(2)20 bzw. f’(x)iO Vz € (a,b) so ist f (streng) monoton fgf/e’fljnd in
a,bl.
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Beispiel Die AGM-Ungleichung in allgemeiner Form lautet:
ait...afr <eray + ...+ epay
fiir a; € (0,00),6; € (0,)NQund ey + ...+, = 1.

Klassischer Fall: ¢; = % Vi

Beweis 1. Schritt: Es gentigt der Fall n = 2.

2. Schritt: afay ° < eay + (1 — €)ag

()" <egt+(1—e¢) oder

2® <ex+ (1 —¢) oder

fe(@)i=ex+(1—e)—2c 20

(1) =0

fllr)=e—exrl=e(l-a"!)=c(l- A=) =0firz=1
>0fire>1

<0firz<l1

= fo(x) > f(1) =0 fiir > 0 und = < 0.

3.2.14 Hilfssatz
(*); dann ist fiir 2,y € [a,0] [f(x) — f(y)| < |z —y] Sl(lpb) |f(z)].
ze(a,

Ist also L = sup |f/(z)] < oo soist f in [a,b] Lipschitz-stetig.
z€(a,b)

3.2.15 Satz (Erweiterter MWS)

f,g mit (%) und ¢'(x)20 fiir x € [a,b]. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit
f®)—f(a) _ f—,(c)
9(b)—=g(a) = g"\7/"

Beweis Setze F(z) := f(x) — (g(z) — g(a))%
=0=F'(c) = f'(c) — ¢'(c) f(0)—f(a)

) 9(b)—g(a)
= f'(0) = (1B

Wegen ¢'(z)20, ist g(b) — g(a) #0
= Beh. O
Wichtige Konsequenz: Limes-Berechnung!

3.2.16 Satz (Regel von de I’Hospital)
f,g erfiillen (%) in [a,b — €] (¢ € (0,b — a)) und hglo f(z) = lim g(z) =

r—b—0
0(1)/o0(2) |
aber ¢/(2)20 in [a,b] und lim 5(:}3) =: A existiert.

z—b—0

Dann existiert auch lim g(x) =A.

z—b—0

Beweis (1) f und g stetig in [a,b], wenn wir f(b) = g(b) = 0 setzen, also
erfiillen f, g die Voraussetzungen von 3.2.15.
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Also gibt es d € [¢,b) Ve € (a,b) mit fgg = % g,( ) e (A—¢e,A+e)
wenn ¢ € [b—4,b).

(2) Wir withlen ¢ € (a,b) mit f,g > 0 in [¢,b) und schreiben fiir < y in
(cb), 50 dass g(y) > 9(2).

Ho-ft) — L) ¢ (A—e, A+e) fir 2 € (b—6,b),6 = 6(e)

. 1— L)
= %(1 ﬁgzg )= (1—¢) qE ) und auch

< (1+e) LW fir y € (b— ¢',b) und festes z € (b— 0,b).

(
N o < Eg; A"‘E = Behauptung. O

3.2.17 Satz (Darboux)
Unter (%) hat f’ in (a,b) die Zwischenwerteigenschaft, d.h. ist f'(z;) = a <
f(x2) = B, so gibt es zu v € (a, B) ein z € (z1,x2) mit f/'(x) = 17.

Beweis: 0.B.d.A. vy = 0; sonst betrachte f(z) := f(x) —

= fm)=a-v<0, fl(z2) =5-7>0
=3z € (z1,22): f'(2) =0 = ['(2) =~

! # 1(x2)

f(x1)

x1 X2

z.z.: Aus f'(x1) <0 folgt f(z) < f(x1) fiir ein z > 7.

Wie verhalten sich Folgen (f,),cy mit der Eigenschaft (x)?

D.h.: (1) jedes f, erfullt (),

(2) n11—>120 fn(x) =: f(x) existiert fir « € [a,b)].

Insbesondere soll f in [a,b] stetig sein. Das gilt im allgemeinen nicht, wenn die
Konvergenz nicht glm. ist: f,,(z) = 2™ in [0,1]

Also verlangen wir:

(3a) (fn) ist glm. konv. gegen f

Problem: betrachte f,(z) = % ist glm. konverg., aber f/ (x) = "' ist so
schlecht wie vorher; der Limes ist nicht iiberall gleich der Ableitung!

(3b) (f}) ist ebenfalls konvergent und zwar gleichméflig.
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3.2.18 Satz

Die Folge (f,,) erfiille (x) und (3b); ferner sei (f,(x¢)) konvergent fiir ein ¢ €
[a,b]. Dann ist (f,) glm. konv. und es gilt, dass f(z) := lm f,(z) (*) erfiillt

mit /() = Tim f,(z) = (lim_f,)'(2).
n—oo n—oo
Beweis: Fiir z € [a,b)] ist

[fm (@) = fu(@)] <(fim = fu)(@) = (fn = fu)(20)| + |(fin = fr)(20)]
= |(z = x0)(fm — fn) Wa.zomm)| + [(fm — fn)(@0)]
e+ lz =0l |(fmo — frn) Wazon,m)| < €+ (b—a)e fiir n,m = n(e).

Also ist (fn)nen in [a,b] glm. konvergent. Es bleibt zu berechnen fiir = € (a, b):

mq#ﬂm+m—f@D—f@H=

h—0
Jim [ 2 ((f = )+ B) = (F = F)@)] 3 e+ 1) = fule)) = fu@)] + [fale) = £ @)]]
=J —II =III

o |[I]| < e fiirn > nl(e)
o }llin%) |[I1| = 0 fiir festes n = n(e)

(f = Fa)(@ + h) = (f = f) (@)
|[(.f fn)(z+h)7(fm*fn)(x)]|

(frn = I Whemm)| < € fir m > n = n(e).

f!%
|

Insgesamt ist lim [+ (f(z +h) — f(z)) — f'(z)] < e Ve

h—0

= Beh. O VL: Do, 2003-04-24

Frage: Wie steht es mit Lipschitz-stetigen Funktionenfolgen?

Betrachte f, L.-stet. in [a, b] mit
e Lipschitz-Konstante L,, := inf{L | | fn(z) — fn(y)| < Lz — y|}
e f(z):=3_,5, fn(x) konvergent in [a, b]

Dann gilt:

@) = 1) < S 1fal@) = Fu) < 3 Lale gl = o~y 3 La

n=1 n=1 n>1

3.2.19 Satz

Es sei f,, : X — R L.-stet. auf dem metrischen Raum X mit L.-Konstante L,,.
Wenn }, -, fn(zo) konvergiert fiir ein zo € X und L := 3, -, L, < oo, dann
ist f(z) :=>_,5, fa(z) glm. konvergent auf jeder beschrinkten Teilmenge von
X, und f ist L.-stet. mit Lipschitz-Konstante < L.
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Beweis (glm. Konvergenz): Sei e > 0. Dann gilt:

Yo fa@| <] Y] (fal@) = fal@o) |+ | D fal@o)

nzn(e) n>zn(e) nzn(e)

<35 fiir n(e)=:n1(e)

< Z Lnd(x,x0) +

n>n(e)

< g(l + d(z, x0)) (da Z L, <

N ™

Bemerkungen:

o (fn) stetigin [a, b] so, dass || fr]|co := MaXe[q,b] | frn(z)]. Dann heifit Zn% fn(x)
in [a, b] normal konvergent, wenn 3=, - || fn o < o0

e Ubung: 3 f, in [a,b] normal konvergent = 3 f,, glm. konvergent.
e Die Umkehrung gilt nicht:
Y
Z ————27 ist in [0, 1] glm. konv.,

Jz1

aber nicht normal konvergent, denn

Y
max ( ) | ==
[0,1] J J
Beispiel:
exp(z) =e :Zﬁ’ xeC
720

Wir wissen, dass e glm. konvergiert in [—T,T] fiir jedes ' > 0. Nach 3.2.18
folgt %ex = e”l

Um e® genauer zu diskutieren, berechnen wir etwas allgemeiner e
Ao, A1 € C, x € R. Hier ist die Kettenregel (%e’\o“‘l” = AjetotMT) picht
anwendbar!

Ausweg: 3.2.18 gilt auch fiir komplexwertige Funktionen, wenn wir definieren:

Ao+
)

%f(x) — Jim ~(f(z+ h) — f())

h—0 h

Dann ist aber klar, dass

d
Qo+ A1) = Ay

d S .
%()\0 + Mt) = (Mo + At) TN

nach Leibniz und Induktion.
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3.2.20 Satz
Essei f: R — C in R diffb. mit

() =Mf(t)
fiir ein A\; € C. Dann gilt fiir jedes ty € R:

Ft) =M f(0) = M) f(t)

Beweis: g(t) := e M f(t)
= g¢g:R — C ist diffb. in jedem Punkt ¢t € R mit

g(t) = (=A)e M f(t) +e M f(HA =0

= g(t) =g(0) = f(0)
= Daraus folgt f(t) = e**f(0). Genauso folgt:

e M=) £ (1) = f(to) =  Beh.

Wir haben hier verwendet, dass

1 — efklteAlt

die durch Diff. folgt. O

3.2.21 Folgerung
Es gilt

eMoeA = grotAl

mit Ao, A\ € C.

Beweis: Die Funktionen
f(t) — ereklt g(t) _ 6A0+)\1t
erfiillen beide die Gleichungen

R'(t) = \Mh(t)  h(0) = e

Diskussion von e*:

T T T T
-1 05 05 1 15 2
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Annahme: Es existiert eine Nullstelle: €0 = 0,29 € R
= e = eP7P0e" =0 - Wid. = e > 0.

Was ist lim, ., €*? Vermutung: e* > z fir z > 1.
Esist e* > 1 fiir z >0 weil (e®)’ > 0 und e® > 1 fiir > 0.

Betrachte f(z):=e* —z= f(1)>0. fl(x) =e*—1>0fiirz >1
=f/ fl@)=f1)>0.

Fﬁrm>0iste”>%.
Umkehrfunktion: exp : R — (0,00) ist bijektiv, da exp stetig und streng
monoton wachsend ist. Also gibt es eine Umkehrfunktion
log: (0,00) = R

bijektiv, stetig und streng monoton wachsend;
1 1
log'e” = — <= log'y =~
er Y
logxy = logx + logy

3.2.22 Satz
1. Die Funktion exp : R — (0, 00) erfiillt

e expx >0,

e exp(0 =1,

o lim, .1 expx =00/0,
e exp(z +y) = exprexpy,

d —
o —exXpT =expT

2. exp ist bijektiv, stetig und streng monoton mit Umkehrfunktion log :
(0,00) — R fiir die gilt

e logl =0,

lim, . /0logz = 0o/ — o0,

log zy = logx + log y,

d -1
o logz =7

Betrachte nun wieder A = xz + iy € C:
e* = e%e™ mit e” >0
€% =% = e%eW = %W
= |e*| = e%]e®| = ] = e7]e™]
= le] = le™¥] ;
1= |ei(y—y)| = leWe | = [eW] - e~ | = |e|?
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3.2.23 Hilfssatz

Fiir 7 € R ist || = 1 und fiir z € C ist |e*| = ef¢ 2.

Frage: Ist z € S = {z € C;|2| = 1} von der Form z = €% fiir ein z € R ?

Falls ja, erhalten wir:

3.2.24 Hilfssatz (Polardarstellung komplexer Zahlen)

C >z =: |z|e! »*8" # mit ,arg” z € R.

Zur Klarung betrachten wir:

1 . _
ell‘ — 5(67/{1/’ Jr e*ZI) + (e’bil/' e*’LI)
(*)
1 1.
=5)_ 7 [(iz)? + (—iz)’]
2 £~ 4l
j=20
_is L [(—1)2% + (=1)2*] 4+ 0
2 £ (25)!
j=0
= Z L( 1Y 2% =: cosx
Y
= (29)!
T 1 1T T T —ix
e = 5(6 +e ")+ (e e ")
1 ‘
sinx = 2( )1 'xzj“
= (27 + 1)

= e =cosz+isinz
Eigenschaften von sin, cos : R — R:
1. cos?z +sin*z =1 (da |e®®| = 1)
2. sin(x 4+ y) = sinz cosy + siny cos x
3. cos(z +y) =cosxcosy —sinzsiny
4. %COS% = —sinz
5. Lsinz =cosz

dx

Hierbei werden 2. und 3. die Additionstheoreme genannt.

Beweis (2 und 3)

VL: Mo, 2003-04-28

cos(x1 + &) +isin(zy + x9) = @172 = 16172 — (cos x1 4 isinxy)(cos Ty + isin o)

= (cosx1 cos x9 — sin &7 sin &) + i(sin 21 cos x2 + sin x5 cos x1)
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Folgerungen aus dem Additionstheorem
1)

cos2x = cos’z —sin?z =1 — 2sin’x

sin 2x = 2sinx cos

Allgemeiner benutze (Moivre, Euler)

"™ = (cosx + isinz)™ = cosmx + i sinmx
2)
LTy . xty
cosT — cosy = —2sin sin 2
. . Ty Tty
sinx —siny = 2sin cos —
. _ + — _ + —
zum Beweis beachte » = 3¢ 4 5%,y = ¥ — =54
z>cosx—cosm+ycosx_y—Sinx+ysinx_y
B 2 2 2 2
x T — T T —
COS Yy = COos ;ycos 2y+sin ;rysin 2yéBeh.7 sin analog

Wie verhélt sich sin « fiir kleine 27 Aus der Reihendarstellung folgt

. sinx . sinz —sin0 . CosT
lim =]1=1lm——— =1im =1
z—0 x z—0 x—0 z—0 1
. w3 15 . . ..
sinz=z— 5+ 5 +... Vermutung: sinz < z fiir x > 0.

Beweis f(z) =z —sinz, f(0)=0, f'(r)=1—-cosz >0=f ~ = Beh.

. 3
Analog sinx > x — "g—,

sicher dann, wenn cosx — 1 + % >0
sicher dann, wenn —sinz +z >0 v
3.2.25 Hilfssatz

Fiir z > 0 gilt

Ann. sinz >0 firz >0 =0<cosz <1firz>0=sin 7, cos \,
d.h. 3 lim sinz =: ¢ <1, lim cosz =1 — c2

Wihle zu € > 0 ein x¢ mit

l1—c2+e>coszg>V1—c2 c—e<sinxgg<c
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1 1
e=V1-c4+ec—y1-¢ >cosmofcos(xg+1):sinisin(onri)

1 c 1 c
— sin — - > —sin — a id.
Sln2(c 5)/2s,1112,fallsc>0unds<2 Wid

Also ist ¢ = 0, d.h. lim cosz = 1 und damit mincosz = ¢’ < 1. Dann ist

— 00 >0

aber am Minimum — sin Z i, = cos’ Zmin = 0 — Widerspruch!

3.2.26 Definition

Wir setzen

m:=min{z > 0; sinxz =0} (inf = min, weil sin stetig)

3.2.27 Satz
Wir haben

sin ' {0} NR = {km; k€ Z}, cos {0} NR = {g +km; ke Z}

Beweis

sinwzsin?%:O:2singcosg:>cosgzo

und die einzige Nullstelle von cos in [0, 7] wegen sin(0 = sinw = 0, sinz > 0 in
(0, 7). Also gilt auch cosm = —1. Weiter ist

sin(z + 7) = sinx cos 7 + sinwcosx = —sinz und
—~—
=0
sin(z 4 27) = sin x cos 27 + sin 27 cos z = sin x(cos? 7 — sin? 1) = sinx

=0
Weiter ist
s 77 . . T .
cos(x — —) =cosxcos — +sinzsin — =sinz
2 2 2
, T
und cosz = sin(z + 5)
Wie steht es in C?
I _ 1 1z —1iz 1z 1 21z _ 2ix—2y o .
O—San—Z(e —e ") = e =5 e =1l=e , Z=x 41y

= e =1 und e =1 < cos2z =1, sin2z =0

<= y=0

= 22 =kr <= z = L7 mit k € Z und cos2z = 1 = coskr = (—1)¥ und

deshalb x = lr mit l € Z

3.2.28 Satz

Die Funktionen sin und cos sind in R mit 27 periodisch, d.h.

sin(x 4 27) =sinx, cos(r + 2m) =cosz Ve eR
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Zur Frage der Polarzerlegung

(Caz:|z|~ﬁ=: |z| - w mit w € St
Um ein ¢ € R zu finden mit w = € miissen wir zeigen, dass die Abb.
R >z — e € St surjektiv ist.

S\ {N}3z=(z,y) —pn(z) €R

N=(1,0)

Gerade ist z(t) :==t- N+ (1 —t)z = (£,0) + (1 — t)z, (1 — t)y) =
z(t) liegt auf y-Achse <= t+(1-t)z =0 <= t(l-2)= -1 <= t=—7

= pn(2,y) = (x - =5)y = 125 (bijektiv)

Dann folgt _
F: (021) 5 S\ {N} 25 R

int
F(t) i (0,27) — R ist stetig,

- 1 —cost

und e’ ist surjektiv genau dann, wenn F surjektiv ist. Nun ist

sint . cost
im — = lim — =
t—0+ 1 —cost t—0+ sint
sint . cost

li

m ——— = lim — =
t—2r— 1 —cost t—27— sint

d.h. F' ist surjektiv nach dem Zwischenwertsatz.

VL: Mo, 2003-05-05
Allgemeines Schema der Diskussion spezieller Funktionen

1. Explizite Definition durch einen algbraischen oder analytischen Ausdruck,
der die Funktion eindeutig festlegt.

F(z)=2" -1 (Polynom)
f(z) =exp(z) = Z ‘j—f (Potenzreihe)

>0
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2. Funktionalgleichungen
Koefhizienten ausgedriickt durch die Wurzeln, Produktdarstellung

exp(z + w) = exp z exp w
Losung der Differentialgleichung f/(t) = f(t), f(0) =1
3. Spezielle Werte/ Funktionswertetafeln

Wurzeln von f~1(0)

oo

exp(0) =1, exp(2mik) =1VEk € Z, wll)rinoo exp(x) = {0

4. Skizze der Graphen (iiber R oder Geraden in C)

5. Ableitung und andere anal. Ausdriicke
exp(ix) = cosz + isinx

3.2.29 Definition

Eine Funktion f : R — R (C — C) heifit gerade (bzw. ungerade), falls f(—z) =
fx) (bzw. f(—z) = —f(2)).

Bem. Jede Funktion f: C — C ist Summe einer geraden und einer ungeraden
Funktion, denn

£(2) = 5+ F(=2) + 5(F() — f(=2))

gerade ungerade
Beispiele
1. Polynom
F) =302 =) al5( 2+ (=2) )+5( 2 —(=z)
= o2 —_— 2 20
227, j=0 (mod 2) 0, 7=0 (mod 2)
0, =1 (mod 2) 227, j=1 (mod 2)
2.

exp(iz) = %[exp(iz) + exp(—iz)] + %[exp(iz) —exp(—iz)] = cosz +isinz

p(z) = lew(s) tem(-2)t se() - exp(~2)]

= coshz + sinh z

Cosinus / Sinus hyperbolicus
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costf(x)

Cosinus hyperbolicus: ,,Sieht aus” wie eine Parabel, beschreibt eine massive
Kette.

tan()

sin z
tanz :=
CoS 2
. ) .92 . 1 ? T
tanr =1 <= sinzr =cosx <= sin“x =1-sin“r <= sinr=—= <= = —
V2 4
3.2.30 Umkehrfunktionen
sin : R — [~1,1] ist nicht bijektiv, aber sin|_z =; = I ist streng monoton

wachsend, weil fiir 1 < zo € I folgt :

sinxy —sinay = (zg — x1) cosf, 6 € (—g g)

)

Arcusfunktionen arcsin/cos/tan/cot

1

arcsin := (sin|_z =))”" ,Hauptzweig"!
. 1 1 1
arcsin’(sinz) = —— = =
sin'z cosz /1 _gin2y
1

= — arcsin(x) =
T (z)

V1—2a22
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Die allgemeine Potenz

Frage: Wie definieren wir a® fir a > 0und b € R? Fiir b€ Q, b = o,om €
Z, n € N, hatten wir a® = o™ = (@)™ = ({a™).
SeibeQ, a>0

0 < a™ =expologa™ = exp(mloga)

1

(a")"=a = n-loga

1
n

=loga

1
= loga%:floga = loga’ =b-loga
n

= a’ =expolog(a®) = exp(b-loga)

3.2.31 Definition

Fiir a > 0, = € R definieren wir a” := exp(x loga).
1 =log(exp(1)); setze ein a = exp(1l) =: e (Eulersche Zahl)

ezz%%2,718

>0

’ = exp(z) = exp(zloge) = €* ‘

e ist nicht rational, sogar transzendent, das heifit es gibt kein Polynom f(z) =
20 a;jz’ mit a; € Z und f(e) = 0.
z.B.(y/p)* — p = 0 algebraisch

Beispiel Fiir x > 0 ist d%xa = %e‘“og“" = etlosz . t=a- 7l = qzo!
Fur T € R, a > 0 ist %am = %e“og“ = a”loga.

Die Ableitung C> z — e* € C

Wir hatten gesehen, daf§ die Abb. [0,27) 3 z +— €' € ST bijektiv ist.

3.2.32 Definition

Fiir z € C\ {0} = C* schreiben wir arg z € [0, 2) fiir die eindeutig bestimmte
Zahl mit der Eigenschaft

Also ist z = |z] - f; = eloglzl . pirargz — p(log|z[+iarg 2)

Also ist exp|{zec; o<imz<2r} : {11} — C* bijektiv. Die Umkehrung heifit der
Hauptzweig des komplexen Logarithmus und ist gegeben durch

log z :=log |z| + i - arg =
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Anwendung: Das Polynom f(z) = 2™ — 1, n € N hat die Nullstellen
19n7k:e%2”; 0<k<n—-1

Sie heilen die n-ten Einheitswurzeln z.B. n = 4:

3.3 Hohere Ableitungen

3.3.1 Definition

f R D D(f) - R(f) C R heiBt in D(f) n-mal diffb., n € Z, mit der
Ableitung (™ : D(f) — R, wenn D(f) offen ist und f©(z) := f(x), und fiir
n>1 f(z) = L f=1(z) existiert fiir alle z € D(f).

Beispiel: f(z):=log(l+ ), z € (-1, 1) Dann ist f difftb. in D mit

V) = 1

1) =

f® (@) ((_ﬂ;)?

f(4)( ) = (—1()1(;292)(4—3)

f(n)(m) — (1)(2)((1i)x)n(n + 1) — (_1)n—1 ((1 +xl))7|1

Wir schreiben auch f(™(z) = 97 f(z)

3.3.2 Hilfsatz

Es sei D C R offen und f1, fo seien n-mal differenzierbar in R. Dann gilt
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L Of(arfi + aafz) = a107 fi + @20} fo
2. Leibnizregel 97 (fif2)(z) =227, (?)5%1 ()07~ fo(x)
Beweis (1) v/

(2) Wir beweisen durch Induktion (!), daf8 es Konstanten ¢/, gibt, 0 < j < n,
unabhéngig von f;, so daf

n

P (frf2) =Y b [0 f

7=0
Zur Bestimmung der ¢/, wihlen wir f1, f2 speziell, namlich fi(z) = 27, fa(x) =
2" fiir ein j.
Dann folgt
nl = 97 (2")]a=0 = ¢}, jl(n — 5)!

n
Zc 8m]|moankng)‘_0
k=0

3.3.3 Definition der Klassen C*

Ist f : C — R n—mal diffenzierbar und ist f() in D stetig, so heift f in D
n—mal stetig differenzierbar, in Zeichen

feC*(D,R)=:C"(D)
(auch: f ist von der Klasse C™)

Insbesondere C°(D) = die Menge der auf D stetigen Funktionen

3.3.4 Definition

Sei C>*(D) = () C™*(D) die Menge aller auf D beliebig oft differenzierbaren
n>=0
Funktionen. (Kiirzer: Funktionen von der Klasse C*°)

Bemerkungen
1. C™(D) ist eine Algebra.
2.C*ccrccerte...cc

3. PeR[z] = P eC>®[R)
e”,sin, cos € C*(R), log € C*(RY)

d" d"™ 1
—e" =¢” 1 = ()"t (n-11—
L=, logr = (1) - 1)
sinz n =4k
ar CcoS X n=4k+1
——sing =
dx™ —sinz n=4k+2

—cosx n=4k+3

VL: Do, 2003-05-08
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Erinnerung
P(y):Zaj(y*J?)j, a; €C, zeC
M P n-1
P ()——y (y) =apn(y —x)" " + ...+ 2a2(y — ) + a1
Allgemeiner: P (y) Z%] =1 —k+ )y —a)

1
P®)(z) = k! akéak—gP( ) ()

n

= P(y) =) ,P“)( )(y — z)’

JOJ

Es sei nun f: D — R eine n-mal differenzierbare Funktion. Sei € D fest.
Wir suchen dazu ein Polynom T eines Grades < n:

T(z) = f(z), T'(z) = f'(x),...,T™(x) = f™(z)
Nach der obigen Formel gilt

1
T(y) = =9 @)(y — )
=07
3.3.5 Definition
Tnf Z , T,T + heD

j=0
heifit das n-te Taylor-Polynom von f beziiglich der Stelle x.
(Brook Taylor (1685-1731), in Cambridge Schiiler von Newton)

f'(=)
1!

TOf(wvh):f(‘T)a Tlf(x7h):f($>+ h,...

3.3.6 Satz (Taylorformel mit Restglied von Cauchy)

Sei f in D (n + 1)-mal differenzierbar und =,z + h € D(f). Dann existiert ein
¥ =9(x,h) € (0,1) so, dass

FOFD (2 4 9h)

o 1) = T ) + L0

Ry, f(z,h) (Cauchy-Restglied)
Mit € = z 4+ P¥h ein Punkt zwischen = und z + h gilt

h(z+h—&™
n!

Rnf(xa h) = f(n+1) (5)
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Beweis Seig: [z,z+ h] — R mit

nor(d)
9(y) == Tuf(y,x+h—y) = f J.'(y)
=

(z+h—y)

g ist differenzierbar in D.
9(@) =Tnf(z,h), g(z+h)=T.f(z+h0)=f(z+h)
Wir wenden den MWS auf g an:
flx+h) =T, f(x,h) = g(x + h) — g(x) = hg'(£)
wobei £ = x4+ Jh in (z,z + h) liegt mit 9 € (0,1).
Aber ¢'(y) = W(l‘ + h —y)™ (siehe unten). Es folgt
W S (@ 4+ 0h)
n!

f(n-l-l)(x + ﬁh) =: R, f(z, h)

fl@+h)=T,f(z,h) = h(x+ h—x —Jh)
_ hn+1(1 _ 19)71

n!

Wir berechnen nun

J=0 7t
"G AL :
=S P gy S gty
7=0 ’ Jj=1 '
" fU () /) -
=Y ———F(@+h—y) - —(x+h—y)
=7 =L
(n+1)

3.3.7 Satz (Taylorformel mit Lagrange-Restglied)

Unter den obigen Voraussetzungen ist

fOHD (2 4 9h)
(n+1)!

Lagrange-Restglied

flx+h)=T,f(x,h)+ pntt

(einfach das néchste Glied im Taylor-Polynom 75,11, wobei lediglich das Argu-
ment 2 von f"+t1) durch z + 9h zu ersetzen ist)

Beweis Bilde

(x +h—gy)ntt



130 Die Konstruktion reeller Funktionen

Dann ist F'(z + h) = 0. Wir bestimmen o so, dass F(z) =0, d.h.
n+1 hn+1

A = Tuf(ah

i - @l ForT

Fiir o so bestimmt kann man den Satz von Rolle anwenden:

flea+h)=g(x)+o

3¢ =2+ 9h, ¥ € (0,1) mit F'(§) =0
=0=—g'(¢) - G Gt (—y)

(n+1)!
(n+1) o
i%(gj—l—h_g)n:g/(&):a%’ $—|—h—§7é0
= [0 =0

Sei f € C*(D), D C R offen, x € D. Das Taylor-Polynom T, f ist die n-te
Teilsumme der Taylor-Reihe

Z f(])

Eine Reihe Z;io g;(h) heiflt gleichméafig konvergent auf D, wenn die Folge der
Teilsumme s, (h) = so(h) + ...+ s, (h) auf D gleichmiBig konvergiert.

Die Reihe 377 g;(h) heifit punktweise konvergent, wenn s, (h) — s(h) Vh €
D.

Also f(z+h) =372, % 9 (x)hI punktweise (bzw. gleichmifig) konvergent
genau dann, wenn T, f(z, h) — f(x + h) punktweise/gleichméfig.

3.3.8 Satz
a) feC>®(D), z,0+heD

flx+h)= Z f(J) < lim R,(x,h) =0

n—0o0

b) flz+h) =372, %f(j)(gc)hj gleichmiBig konvergent, wenn |R,(x, h)| <
a, Vh mit z + h € D, wobei lim,,_, o a, =0
Beweis: |f(x + ) — Tp f(x,h)] = |Ruf (z,h)] < a

Beispiel
fo [-T,T) =R, f(x)=e", =0, f(x)=e", f(M(0)=e"=1
h  h? h™
Tnf(O,h)—1+1|+§+ +E
FeH(E) n+1 eShrtt
o TS) - L
Ry f(0,h) = 1) CE ¢ € (0,h) (Lagrange)
TTn+l Tn+l
RufO,R) < ") lim —— =0

(n + 1)!’ n—oo (n—|— 1)!

oo n

= e = E r gleichmifig konvergent auf [—T, T
n!
n=0
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Weil T beliebig ist, gilt die punktweise Konvergenz auf R.

Hinreichende Kriterien fiir Maxima und Minima
3.3.9 Satz
Sei f: D—-R, feC*, n>2 a€Dmit
fla)=f"(a)=...= f""V(a) =0, f"(a) #£0
a) Wenn n gerade ist:

f™(a) < 0= f hat in a ein lokales Maximum.
f™(a) > 0= f hat in a ein lokales Minimum.

b) Wenn n ungerade ist, dann ist a kein lok. Extremum.

Beweis Taylorformel mit Lagrange-Restglied

£(@) = fla) = 2 FP(E) (@ — a)"
mit & zwischen z und a, weil T,,_1 f(a,z — a) = f(a)

e ngerade = (x—a)” 20, (x—a)" >0firz#a
= In einer Umgebung von a hat f(x) — f(a) das Vorzeichen von f(™(a).

e n ungerade = f(z) — f(a) wechselt das Vorzeichen in jeder Umgebung.

Bemerkung zu den Restgliedern
Es sei (), :

e fin [a,b] definiert

e fin (a,b) n + l-mal diftb.

o fU) stetig in [a,b] fiir a < j < n

Dann ist (x) = (*)o.
Fir f mit (%), sei

Tnf(xa h) = i f(])(m) hj fiir T,T+ h e (CL, b)

Satz (zur Erinnerung): Es gibt ¢ € (0,1) mit

(1- ﬁ)"%h"“ Cauchy-Restglied

R f (2, h) = { Y (2 40h) h:+1

Sy Lagrange-Restglied

¥ hangt von f,x, h,n und der Restgliedform ab! Grofler Nachteil: ¥} ist nicht
explizit!

VL: Mo, 2003-05-12
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Bemerkung: Es gibt etwas allgemeiner das Schliomilch Restglied:
(1 _ ﬂ)n+17p f(n+1)(x + ﬂh)
P n!

Wenn wir zeigen, dass R, f(x,h) — 0 fiir n — oo, dann ist die Analogie
erreicht: f wird durch die Taylor-Reihe dargstellt.

p vt Vp=1,....,n+1

Beispiele:

o =)
720

‘ 8

i
o log(l+2)= ¥ V7 ze(-1,1)
iz
o (14 z)* = exlog(l+s) — 3™ (‘;):17] z e (-1,1)
(mit ((;) — a~...-(?'—j+1);

Beweis der Reiheﬂdarstellung iiber das Cauchy-Restglied)

Bemerkung zu den Extremwerten:
Anwendung: A € L£(R™) symmetrisch
— (Ax,y) = (x, Ay) Vr,y € R™

Betrachte f(z) := (Az,z) : S™! — R. Dann ist f L.-stet. und S™~! ist
kompakt, also gibt es e € ™! und A € R mit f(z) < A= f(e) Ve Sm L

(A(e + ty), e+ ty)

= F,(t) = < Fy(0) =X
y() \e—l—ty|2 y( )
d
= %Fy(t)‘mo
_ let+tyPEx+2t(Ae, y) + ylll—o — AG[L +2t(e y) + 2y [*lli=o
le +tyli

_ 2(Ae,y> — 2()\e,y>
1
— (A—=Xe,y) =0 VyeR™\ {0}
<= Ae = Xe d.h. e ist Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Induktiv: Es gibt eine orthogonale Basis (e;)72; (d.h. {e;, ;) = d;5).
A 0
Ae; = \je; d.h. bzgl. (e;) hat A die Matrix

f erfiille (%) in [a, b]. Fiir z1 < x5 € (a,b) sei
Xo — &

S¢(z1, 2, 2) =
T2 — 1 T2 — T1
N—— N——

251 H2

(also p1 + po = 1)
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3.3.10 Definition

f erfiille (x); in [a,b]. f heiit konvez (streng konvezx) in [a,b], wenn fiir jedes
Tripel 21 < 2 < x2 € [a,b] gilt:

(K1) flz) < (<)Sp(z1, 22, )
und konkav (streng konkav) wenn

f(‘f) > (>)Sf($1,x27$)

3.3.11 Hilfssatz

(K1) ist dquivalent zu

(KQ) f()\l‘l—(l—A){L'Q) < )\f(xl)+(1—)\)f(x2) Vaq,z9 € [a, b], A E [07 1]

Beweis: Setze x := Az; + (1 — M)z in (K1) mit A € [0, 1]. Dann ist

ul:ZQ—)\l'l—(l—)\)lQ:)\
To — I1

ptpe=1= po=1-2A
= Behauptung in beide Richtungen. O
Vermutung: Dann gilt auch

(+) FOazr + ..o+ ) < A f(x) + .00+ A f(zn)

(3

x; € [aab] Ai € [0,1] 3 N=1

=1
3.3.12 Satz (Ungleichung von Jensen)
(4) ist wahr. (f konvex)

Beweis: Induktion tiber n € N;n > 2
n—n+1 (mit A,41 € (0,1))

1- >\n )\n n
/ <( +) (1= Ant1) A
”22(1_/\ )f M n +)\7"x st f(@n + 1)
X n+1 1_ )\n+1 1 cee 1— )\n+1 n n+1 n
€la,b](!)
n n )\ n+1
< (1= A1) ; T T @)+ dnsa flanen) = ; Xif ()
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Folgerung:
aj -...-af‘l” < Aar+ ..o+ Apap

D Ailoga; <log(Mar + ... + Anan)
=1

Mit Jensen fiir , konkav” ist z.z.: log ist konkav.

3.3.13 Satz

f erfiille (%) in [a,b]. f ist genau dann konvex, wenn f”(z) > 0, z € (a,b).

Beweis: =-: Verwende (+) fiir x—h,z+h € (a,b). 1 ;== x+h,x2 :=x—h,\ =
1

2

@)= £ (3o + 1)+ =) < 5[f+ ) + 1o - )]

oder f(z +h)+ flz—h)—2f(x) >0 =22 p(z) > 0.
<: Betrachte fiir z; < 2 € (a,b) die Funktion
(f = Sp)(a) = F(z),z € [x1,22]
Z.z.: F(x) <0
Dann ist F'(z;) =0, i=1,2
f(x2) = fa1)

F/ — / _
(@) = (o) - L2221
und wegen f”(x) > 0 sind f’ und F’' /.
Es interessiert F'(x1) :

1. Fall: F'(z1) < 0= 3¢ > 0mit F(z; +¢) < F(z1) =0.
Wiére F'(z1 +0) > 0, so gibt es 2/, 2" € (21, z2) mit

min F = F(z') < 0
max F = F(2") > 0
= F'(z')=F'(z")=0
= F'(z) =0in (2/,2") (monoton)
/

= F = const. in (z/,2"”) Wid!
D.h. im 1. Fall gilt F(z) < 0 wie behauptet.

2. Fall: F'(z1) >0
M F'(z) 2 01in [z, z2]

= wegen F(z3) =0= F =0, insbes. < 0. O

Anmerkung: Fiir <0 erhalten wir ,konkav”.

d? d1 1
—— logx =——<0

dx Tdrzw x2
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3.4 Potenzreihen

3.4.1 Definition

Zu jeder Folge (aj)jecz, C C von komplexen Zahlen bilden wir die formale

Potenzreihe
o
E a;z
>0

ohne Interesse fiir die Konvergenz.
Aber: Es gibt immer Konvergenz fiir z = 0.
Frage: Gibt es zu geg. (a;) ein z # 0, sodass die Reihe konvergiert?

Annahme: Die Potenzreihe Y a;z7 konvergiert fiir 2 # 0.
Dann gilt
lim [a;z{] = lim |a;| - |27] =0
Jj—00 Jj—00

Insbesondere gibt es C > 0 mit |a;| - |17 < C Vj € Z;.

= {/|aj||z1] < V/C = e7'°8C I

; 1

= {/lal < % fir j > j(e) insbes. beschrinkt

21

. ; 1

= limsup |aj| =< —
J—o0 |21|

Wir setzen g := {hm sup ¢/Jas] faﬂbt ({/]a,]) beschr.
sons

1. Fall: o=0= limsup]_,oO /ajl

= la;]- |zﬂ\f(</\a]| )" < (el fiix j > Goe) Ve >0
Wahleezméz:ajzj konv. Vz € C

2. Fall: p= 0

D.h. limy o %/Jaj,| = o0

= fiir z € C\ {0} ist
Jk

|a'jk‘ : |Z|jk = j§/ |a’jk| |Z| =21

——

> ripfiir k > k(z)

Also konvergiert die Reihe fiir kein z € C*.
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Potenzreihen (PR)

Zajzj,j, zeC

>0

Wann konvergiert diese Reihe?

1. Immer fiir 2 =0
2. Konvergenz fiir zo # 0 = |a;||z0/" — 0

= lajl|zol < ¢
= {/lajllzol < Ve

. 1
0:= lim sup {/|a;] < —
n—o00 |20]
0 = 0 = Konvergenz fiir alle z € C
o = oo = Konvergenz nur fiir z =0

3. 0<p<
Wihle z mit |z| < %, also gibt es ein £ > 0 mit

1
2] <
o+ 2¢

Fir j > jo(e) ist {/|a;| < o+ ¢, also

o+e
o+ 2

J
lajl|zl! = ({/lajllz])” < ( ) (geometrische Reihe)
= Z a; 27 ist absolut konvergent!
Jj=0

Ist |z| > % = |z > é fiir ein € > 0 und es gibt Iy = lp(e) so, daBl

/laj,] > o — e fiir 1 > lo(e)

= la, 2" | = ({/lag,||21)" > ((9—6)976

= keine Konvergenz.

3.4.2 Definition
Fiir die durch (a;); ez, definierten Potenzreihen setzen wir
%, falls 0 < o < 00
R:=40, falls p =00
oo, falls p=0

R heiit Konvergenzradius von . a;z7

VL: Do, 2003-05-15
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3.4.3 Satz

Die durch (a;);jez, definierte Potenzreihe ist
e absolut konvergent fiir |z| < R,
e divergent fiir |z| > R.

In {z: |z| < R’} ist die Potenzreihe glm. konvergent fiir jedes R’ < R.

Beispiele
1. 37,50 % hat R =1, ist aber niemals konvergent fiir |2| = 1

1

Z 2= 1 = f(z) singulér fir z =1
>0 T
2. .
-1 . 1 1
S -
= i Vi
= R =1, divergent fiir z = —1, aber konvergent fiir z = 1!
3. ‘ ,
—_ _— —_— —
5 — =
el {/72 Vi
= R =1, aber absolut konvergent fiir |z| = R!
4, ,
Zj
Z - = e® konvergiert Vz € C = R = c©
iz0 )
1 1 =13 il 1, ||
log(/ﬁ:?;logk}} Z logk > ; log {QJ >§log {2J =

k=14]

[z] :==sup{n € Z;n < x}

3.4.4 Hilfssatz

Es sei f(2) = 3,50 ajz7 eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 (und
0= ). Dann gibt es zu £ > 0 eine Konstante C. > 0 so, daB |a;| < C(0+¢)!

(*)-
Beweis Fiir j > jo(e) gilt () mit C. = 1. Fiir j < jo(e) gilt |a;| = 4l (o+

(o+e)’
. Ia"l Jo—1
€)?, also C. = maxq 1, ((ﬁjs)j) o[
j=
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3.4.5 Satz

Gegeben seien Potenzreihen

fHz)=>_abz mit KR Ry >0, k=1,2.

j=0
1. 4
arf'(z) + a2f?(z) = Y _(araj + aza})!
720
hat Konvergenzradius R > min{R;, Ry}
2.

ff2z) = Za}zj Z aizk = Z zj+ka}ai = Zzl Z ajai| “Cauchy-Produkt”
1=0

§=0 k>0 3,k>0 j+k=l
ist ein Potenzreihe mit KR R > min{ Ry, Ra}.

3. Die Potenzreihen
1 _k—j

fl(j):Zk(k—l)"'(k_j+1)akz

k>0

haben den KR R;. Ferner gilt f1(0)(2) = f1(2),

‘ 1(4) h) — £10)
G+ = }13% A+ ]z f(z) 'Komplexe Zahlen!

1(7) ,
fl(erh)ij'(z)hJ fiir |z| < Ry und |h| < Ry — |z].
Jj=20 ’

Beweis: 0.B.d.A. R < Ry < 01 > 02

1. Zu € > 0 gibt es ein C, mit

|waj+asal] < |on|CL(o1+e) +lag|C2(0a+e) < ijchﬂaﬂ + |o]) (01 4¢)

=:C¢

= Konvergenz fiir p1]z| < 1 & |z| < é =R

Z ajai| < Z (CHor+e)C2(o2+9)") < (o1 +2)! CLC2(1+1)
——

Jt+k=l Jj+k=l C.

l
o1 te ! l
=C.(1+1 2e)' < C. 2
(I + )<91+2€> (01 + 2¢) (01 + 2¢)
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3. ,,1” wird unterdriickt!

FO = "k(k—1) - (k= j + Dapz*™

kzj

Lk
= E ak—l—]

k>0

Also miissen wir berechnen

k+
¢ lag] Gt L = Dim {/|ag;] [V(k+1)- (k+)
— —— ks ktj
= Jim, Wﬂﬂ=¢&< laresl) = e

9 () 19()

[( z+ h)’f—ﬂ - z’“—ﬂ}

= KR =R
Zu zeigen fUTD(2) = limy, o

—lim Y ke (k- )+ Day

k>j
1 [E=
:}13:% _k~~~(k—j+ akh[ hlkjl Z’fﬂ]
k>j I=
k—j
= lim k-- —Jj+ Dag ( )hl_lzk_j_l
h=01= =1

k=g +1)(k = j)apz""7 7!

I~
™
o~

wenn die Reihe glm. konvergent fiir h € BE(0) fiir ein & > 0.

Dazu wollen wir eine glm. Majorante (in &) fiir die Reihen finden. D.h.:

k—j .
) k — _ i
Mk—D~(k—J+UaH§:( fvmvlmkjl
=1
k

. k
—keeeli =g+ Dlad 3 (55 )
=0

[(I;;f) - (k—j—(lzii))!!(l+ - Z!(l(ck—_jj—_ll—)ll)! ' I;;f - (k_? : 1) I;:]

k—j—1

. k—j—1\k—
(e Dl Y ( T e
=0

1

l+1

=k(k—-1)- (k*]+1)‘ak| I (1h] + [2])F~

[+1

ohne ”(k — j)” konvergent fiir |h| 4 |z| < R, mit ”(k — j)” &ndert sich aber
der Konvergenzradius nicht! O
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4.
f(z+h)= ZG;j(Z"’h)j
j=0
g
i~k k
= ajz<k>z-7 h
i=0 k=0
z }Lk a: 7! ji—k
- J
Sk S Uk
h¥ k
=D > JG =1 (G =kt Dage”
k>0 >k
- k!
k>0

O
VL: Mo, 2003-05-19
Bemerkung Die Ungleichung R > min{R;, R} in 1./2. ist nicht scharf, z.B.

S
I
=
—
Q

=1 a1=-1,a=0Vj>2}

Wir haben die Konvergenz von Doppelreihen benutzt, genauer dass

D00 = ) ) ag

i>03>0 j>0i>0

NS ZxZ-%C, wasist 3 ay; = > Qyk)
(4,4)ELZXZ keN

Aber Das Ergebnis kénnte von v abhéingen!

3.4.6 Satz (B. Riemann)
Es sei ) ;cyai (0BdA a; € R) konvergent, aber nicht absolut konvergent, d.h.

Yienlail = oo
Dann gibt es zu jedem & € R U {+oco0} eine Bijektion ¢ : N — N so, dass

Dien Qi) = -

Beweis

a+ - Ay, Qg 2 Oa o = —Q;, a; < 07
! 0  sonst ! 0 sonst

Dann gilt

ieN
(2) limaf =0

17— 00
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denn: (1) Zi>1 lai| = Zi>1 aj + Zi>1 a;, > ai— Zazﬂ =>a;
(2) limai =0 )
z€R, >0 Wihlei; € Nmit 7 of <z <0t af

i=1"

i1+1 i1+1 Ji+1

J1
g1 Za;r—Za;>x> Zaj—Za;
1 1 1 1

3.4.7 Satz (Der grole Umordnungssatz)
Es sei A eine abzihlbare Menge, a : A — C. Es gelte
() Y Ja(a)] < C <
acK

fiir alle endlichen Mengen K C A und ein von K unabhéngiges C.
Dann ist fiir jede Bijektion ¢ : N — A die Reihe ),y a(v(i)) konvergent,
und ihr Wert ist unabhéngig von .

Beweis K ={K C A;#K < oo}
Dann ex.
sup 3 Ja(a)| =: Co < ©

KG/CaeK

also gibt es zu e > 0 ein K. € K mit Co > ) k. la(a)| = Co —e.
Ist dann K eine endliche Menge mit K’ D K., dann gilt

S la@) = 3 la(@)| = Y la(@) < Co—Cot+e ==

a€K'\K. acK’ acK,

Es seien nun 1,15 : N — A Bijektionen
N
=D la(¥;(i))| < Co fiir j = 1,2
i=1

= Beide Reihen sind absolut konvergent. Zu € > 0 wihle ich N = N (¢) so, dass

Y1(NN) NYe(Ny) D K. (N = maX{wfl(Ke) U w;l(Ks)})

Dann folgt
N
doali@) =Y ale()| < Y a@)+ Y a(a)| <2e
i=1 i=1 aepr (NN)\ K €2 (NN)\Ke
Also folgt die Behauptung. O

In diesem Fall nennen wir a iiber A summierbar mit Summe
> a(a) =Y a(¥(i)
acA €N

fiir eine Bijektion ¢ : N — A.
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Frage: Fir A=7Z xZ; a: Z xZ — C ist eine Matrix

> zj:aij =3 Zi:aij

i J
~—— ——

Zeilensumme Spaltensumme

Nun sei A = (J;cy 4i eine Zerlegung von A, a; := a|A; erfiillt (**).

Gilt dann Y7, D4 @ < Yoaa
Wahle € > 0 und K. wie vorher, ferner

N=N()=max{i €N, 4;,NK. #0}
Betrachte dann AMY) := vazl A; und schitze ab

S-S

i=1 A; K.

< Y lale)l<e

ac AMN\K,

Genauso gilt

< Y lala)<e

acA\K.

;a—;a

3.4.8 Satz (Doppelreihen)

Essei a: NxN — C gegeben mit (*x). Dann sind die Zeilen- und die Spalten-
summen alle konvergent, und es gilt:

D) ITES 9 92
i€N jEN jEN ieN
Bemerkung Wir kénnten den Sachverhalt ausdriicken durch

a(K) = Z a(a) " —" a
A

K—A
aeK

Prazisierung Die endlichen Mengen K € KC haben die Eigenschaft
Ki,K; eK=3KecK: KUKy CK < K; CK

Ich schreibe K < Ky <— K; C K>.
Das ist eine Halbordnung auf K, d.h.
(I)KﬁK, (2)K1#K2UHdK2<K1:>K1:K2
(3) K1 < Ky, Ko < K3 = Ky < K3
Halbordung
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(4) Zu Kl,KQ K : K1 < K, K2 #K
gerichtetes System

N ist ein gerichtetes System.

Sei K ein gerichtetes System, @ : K — X eine Abb., X metrischer Raum.
= (a(K)) g heiBt ein Netz in X.

(a(K))kex heiBBt konvergent gegen zp € X <=

Ve>03dK, e K: VK = K, : dx(&(K),ito) <e

3.4.9 Satz (Identititssatz)

1) Ist f(2) = > ;50 ajz’ eine Potzenzreihe mit R > 0 und gilt f(z,) = 0 fiir
eine Nullfolge (2, )nen C Br(0), so ist a; =0 Vj > 0.

2) Es gilt a; = %

Beweis 1) Durch Induktion iiber i
i=0=ap= lim f(z,)=0
a¢:0fﬁY0<i<io

= f(Z) = Z aizi = Zi0+1 (ai0+1 + za5542 + .. )
i>io+1

=0

= Qi1 = lim f(zn)

n—oo 2’7;740"1‘1

2) Wir haben bewiesen, dass

) (2) ,
Fo) = Yaer = 0 00

7!

§>0 i>0
0
d.h. 0= Z aj — ,' z
>0 J*
@ (o
=a; = f .'( ) nach 1)
5!

Bemerkung Das bedeutet, dass wir Koeffizienten vergleichen konnen.
Sei 3~ a;2) konvergent fiir ein zo mit |zo| = R.

Betrachte
aj
_ ) J_ LI\ 43
f(t)—zaj(tZO) Z(ajz N
320 i>0 5

Ist f stetig in t = 17 Schiérfer: Ist die Reihe gleichmiflig konvergent in [0,1]?
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Betrachte ;L;T a;fB; und setze A,_1 =0; A; — Ai_1 = q; fiir i > n, d.h.
An+m = Aner - An+m71 +An+mfl - An+m72 +...
Qn+4m
+ An - Anfl +An71
—_————  ——
Qo =0
n+m
= An+m = ijn Qi
n+m n+m

S aiBi= ) (A - A)B;

j=n j=n

n+m
=) A
j=n

n+m

=Y A8 -
j=n

n+m—1

Jj=n

j=n

n+m

= Zajﬁj <e (1—t)

Jj=n

d
— arctanx =

dx 1+ 22

d
= — —1]
dxj;( )2j+1

. x2]+1

2j +1

= arctanz = Z(—l)J
=20

VL: Do, 2003-05-22

PR : Zajzj =

>0

o g (l;Zj+Ol2 E a?zj =

520 >0

> A
7 n+m
ai> (1 —t)+ (Z ozi) ttm

1=n

n+m

n+m

=D A
j=n

n+m—1

Y AiBin
j=n

ﬁj - ﬁjJrl) + An+mﬁn+m

=n

. 1—t
> 41 :5(1+1tt"(1—tm+1)>

Jj=n

1 .
=Y (=12 (2| <1)
7=0
241

1
2j +1

e .
= 4= arctanl = Z(—I)J
j=0

1 .
f(2), R:5>0’ QZJ{I{)IO’ |aj]

Z(ala; + aga?)zj, |z| < min{Ry, Rz}

Jj=20
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E 1_j§ 2_j_§ E 1.2 40
a;z a;z’ = ajay | =

320 320 120 \j+k=l

fO) = k(k—1)...(k—j+1)apz"7, hat KR RVj >0, |2| <R
k>0

4. Taylorformel

IO L)
7! J!

flz+h)=3

Jj=20
5. Verkniipfung von PRs
fi(z) = a2 mit KR R; >0, i =12
Jj=0

Wann ist f1 o fo(z) eine PR? Was ist ihr KR?

Formal

frofa(z) = Ailfa(2)) = ai(fa(2))

i>0

fa(2)? = Z Z a?alz 2 KR>R

k=0 \j+i=k

fa(2) = Z Z ail ...aij 2 KR>R

S -
| =k

121 <D0 | Do lad e dad | | I21*

k>0

= | D lakll=*

k>0

Also brauchen wir |z| < Rz und Zk>0|ai||zk| < R;, denn dann ist
fi(f2(2)) = 250 aj(f2(z))’ konvergent und

2
Ao

P
— 1 k 2 2 2 k 1.2
fi(f2(2)) = E a; E z g N S E z E ajay,
P20 k20 g k>0 520
|a|=k aEZi,|o¢\=k’
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3.4.10 Satz

Es sefen f;(2) = 3,50 a’z) PR mit KR R;, i = 1,2 und es gelte
lag] < Ra

Ist dann 0 < R < R5 so, daf}

3 la3llzl* =: Fo(lz]) < Ry firr 2] < R
k>0

so gilt fiir |2| < R

flofz(z)zz Z ajal, | 2*

k>0 j=0
a€Zl |al=k

Beweis: Es ist nur z.z., daf§ die Voraussetzungen des groffen Umord-
nungssatzes erfiillt sind! Dazu sei K C Z4 x Z4 endlich; betrachte

k 1.2 k 1 2
SR> ala2| < Y RBE Y adlle?a
(k,j)eK ani (k,j)EK aezi_

lal=k |a|=k

< lall By = Tlabis oy (722

j >0 j >0
RN T R

< Z|ajl»|(R1 —e) = C <0
Jj=0

Anmerkung zu (2):

; !
20wk 1 il A
zZ w __ ~ r - A, P £y |
cc _Zj! k! _lezjl(l—j)!zw
j=0 1>0 U j=0
k>0

l
Z (Z —il_'w) — ez+1u
j=0 ’

6. Sei f(z) wieder eine PR
Frage: Wann ist ﬁ eine PR?
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Formal

S SR S Y

a0+ 2f1(2) ao(1+—g§fﬂz)) 0 5>0

Hier wird f in die Funktion % = p(w) eingesetzt in einer Umgebung von ag!
Also miissen wir betrachten

1 1 1 h\’ (-1 .
a0+h:a0<1+i) :Cloz<_ao> :Z j+1h =: f1(h)

j=0 %0

Also brauchen wir ag # 0 und

<1

|—jof1<z>

d.h. wir brauchen |z||f1(2)] < |ao|
filz)=> aj 17 hat KR R=R,
J=20

und fiir R’ < R ist

Fl(R/) = Z |a]‘+1|R/j < 0
Jj=0

Wir miissen also R’ so klein wéhlen, dal R'Fy(R’') < |ag|-

3.4.11 Satz
Es sei f(z) = > ;50 ajz? eine PR mit dem KR R > 0 und ag # 0. Dann ist

1
m = Z bkzk

k>0
eine PR mit KR > R', wenn R'F(R’) < |aol, F(R) =3_;-, |la;|R7. Die (bk)kez.,
berechnen sich durch

1
a0b0:1©b0:;7
0

-1
D> ajby =0 aghy=—Y a_b;, LN
jt+k=l J=0
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Beispiel: Betrachte ﬁ in B.(0)

f(z :L’ e =1& 2=2kmi, keZ
e —1
1
f(z) = pr
Yz

f ist wohldefiniert in |z| < 27 und

e*—1 - 27
o i |
z = (+ 1)

Nach 3.4.11 gibt es also ein 0 < R < 27 so, daf}

B
f(z) = Z ffzk (Bk)k>0 die Bernoulli-Zahlen
k>0

1) Rekursionsformel

oder

Ersetze z durch iz:

. cosz CBoi .
: =zcotz= Y (—1)/47—L 2%
¥ ising Y ;( T

Damit ergibt sich auch die PR fiir tan z - U! (KR=27 ??)
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Anwendung Wir berechnen

n e(nJrl)z -1 e(nJrl)z -1 Py

ZQJZ:Z(eZ)J: pea .62_1,0<|z\<R<27r,eZ7é1

z
=0 =0

Wir berechnen die PR der linken und der rechten Seite

LN IS DI DIEDNE

§j=0k>0 k>0 k>0

n(n+1)
2

nn+1)(2n+1)
6

= Sl (TL) = s Sg(n) =

Andererseits ist
e(nJrl)z -1 2

:Z(n—l—l)]JrlzJ Bk k Z Z n+lj+1 Bk
z ] | |
z ¢ 1 J=0 7+ D! k>0 120 j+k=I (7 + 1

l

l
B 1 I+1 -
= Si(n) =1 g 7 (n+ 1) = — g ( )Blj(n—&—l)ﬁ'
= (=G + 1 l+1j:0 j+1

Bemerkung Nach der Rekursionsformel sind alle B; € Q.
Satz von Staudt:

1 Z
p>2 prim
(p— 1)|2J

Satz von Kummer Eine Primzahl p > 2 heifit reguldr, wenn sie nicht die
Zahler der Bernoulli-Kette

Bo, BQ g eeey Bp,?, teilt.

Dann ist das Fermat-Problem

2P + yP = 2P mit CE,%ZGZ\{O}‘

fiir p nicht 1osbar.

VL: Mo, 2003-05-26
Erweiterung

F(z,0) =

Bj(w) € Clw ’Bernoulh Polynome | mit Grad j.
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3.5 Integration

[a,b) CR, —oo<a<b<oo,
f mit (x) < f € C%Ia,b]) und differenzierbar in (a, b)
Gesamtheit dieser Funktionen D[a,b] = {f : [a,b] — R; f erfiillt (x)}
Betrachte die Abbildung 9, : D'[a,b] — D°[a,b] = {g: (a,b) — R};
Oy ist micht injektiv, aber linear mit Ker 0, = {f : [a,b] — R; f konstant}
Als kénnen wir 9, “umkehren”; I := 9, ! ist allerdings mehrdeutig, aber nur
bis auf konstante Funktionen.

3.5.1 Vorliufige Definition

f € D°. F € DYa,b] heifit Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f,
falls gilt:

F'(z) = f(z), x € (a,b)

In diesem Fall heifit f regulir integrierbar iiber [a, b].

3.5.2 Hilfssatz

Wenn f eine Stammfunktion besitzt, dann ist sie bis auf eine Konstante eindeu-
tig bestimmt. Schreibweise: F = I(f) = [ f

Beispiele

1. f =c¢= F(x) = cx ist eine Stammfunktion.

Allgemeiner:
; LI+
z)=2a' = F(z) = ——,
(@) @ =5
227 wenn o #—1
flx)=2%2>0,0aeR= F(z) = o+’
logz, a=-1
2.
fEeCh], f2) =) aj!
§=0

L
= F(x) = ai——, r€R

3. f Potenzreihe mit KR R >0, f(z) =), ajzl

a; .
= F(z) = —L 2t injz| < R
0 =3 e nla

Denn: In || < R’ < R sind die Partialsummen von f gleichm#Big konver-
gent, die Partialsummen von F konvergieren ebenfalls gleichméBig. = Beh.
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Damit folgt z.B. fiir f(z) = 1= = >is0 2, |z < 1

(@) = log(1 ) = 3 2
F(x) =log(l —x) = i
A
Oder:
Oy arctanx = LI Z(—l)szj = arctanx = Z (-1 A
1 1422 < — 25 +1
j=0 3=0
/exp = exp

Fliachenberechnung

2 X, xth b

| Flache =: F(x),
I I
gesucht: F(b)

F(z +h) = F(z) = hf(z) + o(h)
z.B. fiir f monoton fallend auf (z,z + h) > hf(z + h);
< hf(x)
Wf(z+h) = f(z)) < F(z+h) = F(z) = hf(z) <0
= F differenzierbar in z und F'(z) = f(z)

3.5.3 Definition

Es sei f regulér integrierbar iiber [a, b] mit Stammfunktion F'. Dann nennen wir

b b
(*)/ f(x)dx := F(b) — F(a) = / F'(z)dx

das bestimmte Integral von f iiber [a,b].
(%) heifit der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Die Aussage
wird natiirlich erst dann ein Satz, wenn das Integral anders definiert wird!

3.5.4 Hilfssatz

1. Esseien f1, fo regulér integrierbar iiber (a, b) mit Stammfunktionen Fy, Fb.
Dann ist fiir aq,as € C: a1 Fy + asFy Stammfunktion von ag f1 + as fa.

2. Unter den Voraussetzungen von 1) ist F3F» Stammfunktion von fiFs +
Fy fa.
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3. Es sei f € D%a,b) reguldr integrierbar mit Stammfunktion F und G €
Dllc,d] mit G[e,d] = [a,b]. Dann ist F oG Stammfunktion mit (F o G)" =
(foG) G,

4. f € DY(a,b) mit f'(z) # 0 sei regulér integrierbar iiber (a,b) mit Stamm-
funktion F. Ferner sei f : [a,b] — [c,d] eine stetige Bijektion mit Um-
kehrung f~!. Dann ist G(z) = 2f " '(x) — F o f~Y(x), = € [c,d] eine
Stammfunktion von f~1.

Beweis 4) Nach Voraussetzung ist f~! € D!(c,d); damit gilt, dass G €
Dlle, d] mit

G'(z) = f~H () +a(f7) (@) = fF(F T @) (F ) (2) = [ (2)

Bemerkung Was ist [log in (a,b), a > 07

fHx) =loga, f(x) =e", F(z)=e" = /log (z) = zlogz—e!°8® = zlogz—x

3.5.5 Satz (Eigenschaften des bestimmten Integrals)

fy f1, f2 seien reguldr integrierbar iiber [a, b]

1.
b b b
/(a1f1 +a2f2)(a;)dx:a1/ fl(a:)dx—FaQ/ fo(x)dx

Linearitdt

2. Fiir ¢ € (a,b) ist
/abf(x)da: - /:f(x)dm—i—/cbf(x)dx

3. Wenn f(x) > 0, so ist auch

Additivitdt

b
/ f(@)dz > 0

Monotonie

4. Es gilt fiir f und |f| regulér integrierbar

/ab f(x)dx

Fundamentale Ungleichung

b
</ |[f(2)ldz < (b—a) sup |f(x)l

z€(a,b)
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Beweis

1. Folgt aus 3.5.4,1).

2. Sei F eine Stammfunktion von f, dann ist
b
/ f(@)dx = F(b)—F(a) = F(b)—F(c)+F(c) / f(z da:+/ f(z

3. f(z) = 0in (a,b), F Stammfunktion von f. Dann ist F'(z) = f(x) > 0
fir € (a,b) = F(x) > F(a) fir z € [a,b] = F(b) — F(a) > 0

4. Wegen —|f(x)| < f(z) < [f(x)| folgt

- / e < / ’ flaie < / i@z

Es bleibt z.z., dass fiir f(x) > 0 und regulér integrierbar iiber [a, ] gilt:

/f < (b a)sup f(x)
(a) < (b — a) sup F'(z)
O

Wir brauchen interessante=manipulierbare Funktionenklassen, die integrier-
bar sind!

2
x>0
x)=lz| = Flx) =4 2’
) = lal = F(a) {157“0
1, x>0
F"(x) = { nicht definiert fir z =0 =: H(z), die Heavyside-Funktion
-1, z <0

3.5.6 Integrationsregeln

1. Partielle Integration
Es seien fi, f2 € D'[a, b] und regulir iiber [a, b] integrierbar mit Stamm-
funktionen Fp, Fy. Dann gilt

b
/(Flfg)(.’lf)d.’l,':Fng(b F1F2 /leQ

2. Substitutionsregel (g(y) := G'(y))

/G(d) da:—/foG

1. F1, Fy ist Stammfunktion von f1 Fs + F} fo.
2.

Beweis

G(d) d
/ f(z)dz = F(G(d)) - F(G(c)) = / ((f 0 G)g)(w)dy

G(e)
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Beispiele
=:G()
1t e 1 [hd e 11 1-1
— [ e (2z)de=—= | —eFdz=—-|--1|= .
2 Jo —— 2 Jy dz 2 le 2
=G’ ()

Beispiele zur Partiellen Integration:
VL: Mo, 2003-06-02

Fiir n € Z4 betrachte

w/2
I, ::/ sin” xdx Iy = T
0

1

w/2 -
/ sinxdr = —cos — — (—cos0) =1
0 2
w/2
I, = / sin” xdx
0

/2 /2
= / sin” ™! zsin zdx = [sin" " (— cos)]g/2 +/ cos? z(n — 1) sin™ % zdx
0 0

I =

=0

w/2
= / (1 —sin?z)(n — 1)(sin" 2 2)dz

=n—-1)Il—2—(n—-1)1I,
-1
= I,= i

- In72
Also gilt:
2k —1 2k—12k -3 1
Iy, = o7 Iop_o =

. 2k —1)(2k —3)---1
2% 2k —2 0

T 2k(2k — 2)(2k —4) - 2

2k —2)(2k—4)---2
2%k—12k—3 3" (2k—1)(2k—3)---3
Wegen 0 < sinz < 1 fiir « € [0, 7/2] ist

2

.

2

2k —22k—4 2
L1 = 57— "3

sin"t! ¢ <sin"z < sin” !

x
Also folgt wegen der Monotonie:

Va € [0,7/2)

In-‘rl < In < In—l 12n+1 < I2n < I2n—1

Umgeformt:

n(2n—2)---2 2n(2n —2)---2
(2n+1)---3

™

T (2n—2)(2n—4)---2 2n(2n —2)---2
2n—1)---1 ~ 2 (2n—1)(2n—3)---3
AuBlerdem gilt:

1 2n — 2
1— _
( 2n—1>

1 2n
T oam—1 und <1+2n—1>

2n—1)---1
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N 2n 2n—2 1 1
2n—12n—1 (2n —1)2

Es ergibt sich:

2n+ ﬁ( Qk—l) )<Z<ﬁ<1_(%i1>2>

k=2

Behauptung:

| [ - 1
( 2k —+ 1) ) nLH;o H ( (Qk + 1)2) existiert

k=1 k=1

Da der log bijektiv ist, g.z.z:

| " . o 1
s 11 (1= )~ 2 (1~ o)

existiert, weil 3., o, 75 < oo fiir a > 1.
Genauer ist

(i k)

1 1
(2k+1)% 1 — ¥y
9 1

g —
8(2k+1)2

3.5.7 Satz (Das Wallissche Produkt)

NN

1
=1II (1 - (2k+1)2>

k>1

Bemerkung: Eine Uberlegung von Euler: Polynom

&= 11 (Z_)‘):H’\H(i—l)

Aef~1(0)

falls hochster Koeffizient = 1.
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Ich weif: sinz =0 <— 2z = k~.

o0 L
T k>1 (1_ 2k1+1) (1+ 2k1+1)
2k+12k+1 1 1
=11 2%k 2k+2 LTS A T
k>1 k>1

aEUCEIICE)
- V(1= =
-3t 2k 2k

()
flz)=2" H (Z_A):ZWHAH(i_l)

xef~1(0) A#0
A#£0 SN——

Das ist auszudriicken fiir ein bel. Polynom! Dann kann man eine Produktdar-
stellung fiir sin z7 erraten!

Hauptsatz der D&I
Voraussetzung: f in (a,b) n + 1-mal diffb, z,z + h € (a, b).

[ #@is =0 @

Qder:
x+h
o+ h) - flz) = / L f(t)dt

x+h
= [—(z+h—t)f' ()= + / (x+h—t)f"(t)dt

x+h

:hf’(x)+/ (x+h—t)f"(t)dt

x

z N2 z+h z+h
= hf'(z) + {—Hzt)f”(t)L +/x %(m +h—t)2f"(t)dt

2
(o) + %f”(m) + Ry f(z,h)

3.5.8 Satz (Die Taylorformel mit Integralrestglied)
Es sei f in (a,b) (n+ 1)-mal diftb. und =,z + h € (a,b). Dann gilt:

n ) ()
flarny -3 LW

ol
= I n!

x+h
/ (z+h—t)" - fOD(@)dt

Beweis: Induktion iiber n € Z, :

n = 0: Hauptsatz
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n > 0 bewiesen, f (n+ 2)-mal diffb.

1 x+h
= (z+h—t)"fOD ()t
’ 1 z+h 1 z+h
= {M(z +h— t)”“f(”“)(t)] + CES / (z+h—t)" LD (1) dt
Substitutionsregel
G(b) b
/ F(z)dx = / FoGt)G (t)dt
G(a) a
Formale Regel:
x = G(t),
G(b)
| F(z)dz |t € la,b = z € [G(a), G(D)]
G(a)
dr = G'(t)dt

(Achtung: z € [G(a), G(b)] i.A. nur wenn G'(t) > 0!)

Beispiele:
1. Das Restglied:
/ —(@+h=t)"f"()dt (¢t =z +uh, we(0,1], dt = h-du)
. n!

h 1
(h — uh)™ f+D) (& 4 uh)du

n! Jo
hn+1 1
[ w0 anga
©Jo
2.
1
/ V1 —t2dt (t=sinz,z € [-7/2,7/2],dt = cos xdx)
-1

/2
:/ V1 —sin? z cos zdx
—m/2

/2
:/ cos? xdx =: 1
—m/2

/2 w/2
/ cos z cos xdx = [sin x cos :E]ZTZ/Q + / sin? xdx
—m/2

—m/2
/2
:w—/ cos® xdx

—m/2
/2
= / cos? zdx = =

—m/2 2
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3.5.9 Definition

Ist F eine Stammfunktion von f in [a, 00) und existiert F'(co) := lim, .o, F(x),
so setzen wir:

/OO f(z)dx := F(c0) — F(a) (etc.)

3.5.10 Satz (Das Integralkriterium)

Es sei F': Ry — (0, 00) monoton fallend.

Behauptung:
S iz [ fade= 3 fon)
n>=0 0 n>1
Beweis:
n+1 n+1
= [ f@is > gy [ o= s
n+1
D N(OED O RIFEITED SFIREY
n>0 n>0v" n>0
N (OF / f@dz > f(n)
n=0 0 n=1
Anwendung:
/°° de [ﬁ(l—i—x)l‘o‘ Zo a#1
o (I+az) [log(1 + z)]&° a=1

ergibt Konvergenz genau fiir o > 1, d.h. Zn>1 h~ konvergiert fiir o > 1,
divergiert fiir a < 1.

VL: Do, 2003-06-05
Nachtrag Wir haben gezeigt:

2 1
== 1-— | € Z
2-N(1- 1) ienvo
7j=1
alteste analytische Darstellung von 7 (Robert Wallis 1640)

f(z) € Cl]
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f=a I -N

Aef=1(0)
=az’ H (z—A)
Aef=1(0)\{0}
2
=« H (=\)z2? H (1 — X)
Aef=1(0)\{0} Aef=H(0)\{0}
A _Z S
=:az H (1 )\) =a= f(0)
Aef=1(0)\{0}
==y I (1-3)
A
Aef=1(0)\{o}
Setze f(z) =sinmz = f~10) =17, f(0) =0, f'(0) =.

00 2
Euzersinwz=z7r H (1—%) :w-zH<1—Z_2>
J

JEZ\{0}

Problem: Wir wissen jetzt, was eine Stammfunktion ist, aber wir wissen nicht,
welche Funktionen Stammfunktionen besitzen.
Besitzt z.B. jede stetige Funktion eine Stammfunktion?

f(x) = chat Sttkt. F(x) = c-x+dp

f(z) =c1, Vx € [a,b)
f(@) =c2, Yz € b, (]
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Fla) = c1x +dyi, x € [a,b)
cox + da, x € [b, (]

mit F(b—) =cib+di =cob+dy = F(b+)

= dy —d; = (61 — Cz)b, zusitzlich d; =0

2

3.5.11 Definition

1. Eine Funktion f : R D D(f) — R(f) C R heiit Treppenfunktion, wenn
R(f) nur endlich viele Werte hat.
Wir verlangen weiter, dafl

f7He) = [a,0) N D(f) Ve € R(f).

2. F heifit Stammfunktion von f : [a,b] — R, wenn gilt

(a) F ist stetig in [a, b];

(b) es gibt eine abzihlbare Menge D C (a,b) so, dal F' in (a,b) \ D dif-
ferenzierbar mit F' = f

Um alles Bisherige zu {ibertragen auf diese allgemeine Definition, ben6tigen
wir nur die Erweiterung des Mittelwertsatzes in folgender Form.

3.5.12 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Fiir eine Stammfunktion F' nach 3.5.11 2) gilt

|[F(b) = F(a)| < [b—a| sup [|F'(z)|
z€(a,b)\D
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Folgerung Sind F}, F» Stammfunktionen von f, so ist F; — F5 konstant
= F} — F3 ist Stammfunktion von f =0

= [(F1 = F2)(a) — (F1 = F2)(b)| < (b—a) -0

Beweis von 3.5.12

Wiéhle eine Darstellung D = {o(n)}nen fiir eine Abbildung ¢ : N — (a, b).
Wihle weiter € > 0 und setze

M:= sup |F'(z)|
z€(a,b)\D

o0.B.dA. M <

Wir definieren jetzt

Aci=qz€a,b]; fira<y<zgl |Fly)— F(a)| < (y—a)(M +¢)+e Z 27"

o(n)<y

Ae = [avb]

Dann folgt
|F(b) — F(a)| < (b—a)(M +¢e)+e— (b—a)M fire —0

= Beh. 3.5.12

Beweis von A, = [a,b] Fiir y € A ist [a,y] C Ac nach Konstruktion. Wei-
ter ist a € A Ve > 0, d.h. sup A. € [a,b] existiert. Dann gibt es eine Folge

Yn / SupAE =1y

F(y) = F(@)]| < (g —a)(M +) +2 Y 27"

o(n)<ym

< (Ym —a)(M +¢)+¢ Z 27"
o(n)<y

= wegen Stetigkeit ist § € A., d.h. es geniigt zu zeigen, dass § = b.

Annahme: § < b
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1.Fall § ¢ D = F ist differenzierbar in g
Wihle A > 0, § 4+ h < b und bilde

|[F(y+h)—F(a)| = |F(y+h) - F(y) + F(y) — F(a)|
<|h-F'@) +oh)+@—a)(M+e)+e > 27"

o(n)<y
[ lo(h)| < eh fiir b < h(e) ]
ShIF'@|+e)+G—a)(M+e)+e Y 27"
o(n)<g+h
S@+h—a)(M+e)+e > 27" fir0<h<h(e)

o(n)<y+h

-Wid.!
2.Fall ge D, y=p(N)

IF(@g+h)—F@)|<|[F@g+h) —F@|+@-a)(M+e)+e > 27"
o(n)<y
Wir wihlen jetzt h(e) > 0 so, dass
|F(y+h) — F(y)] <27 fiir 0 < h < h(e)

Das ist moglich wegen der Stetigkeit von F!
Dann folgt

IF@+h)—F)|<@—a)(M+e)+e » 27"
o(n)<g+h

S@+h-a)(M+e)+e > 27" Wid
o(n)<g+h

3.5.13 Hilfssatz

Ist f: [a,b] = R, —o0 < a < b < oo stetig, so gibt es eine Folge von
Treppenfunktionen, die auf [a, b] gleichmifig gegen f konvergiert.
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Beweis: ¢ > 0; dann gibt es ein § = §(¢) so, dass |f(z) — f(y)| < € fiir alle
x,y € [a,b] mit |z — y| < 4.

Setze 1 :=a, va:=a+0,...,xp :=a+ (k— 1)

n= V’TT“J , Tp+1 = b, und

fn

i Tit1) f(xl) = Hf - fn”oo <e.

3.5.14 Satz
Es seien Funktionen f, : [a,b] — R gegeben mit
1. jedes f, besitzt eine Stammfunktion,
2. (fn)nen konvergiert gleichméBig in (a,b) gegen f.

Dann besitzt auch f eine Stammfunktion in [a, b].

Beweis Sei F,, die Stammfunktion von f,, mit F,(a) = 0. Wir wollen zeigen,
dass die Folge (F),)nen in [a, b] gleichméBig gegen F' konvergiert und dass F' eine
Stammfunktion von f ist.

D,, = Ausnahmemenge von F,,, D :=J
Wir bilden jetzt fira <z <y <b

nhen DPn abzéhlbar.

(Fn—F) )~ (Fn—Fa)(@)| "< Jy—z] S (= £) @] < ely=al - fir n,m > (e

Daraus folgt fiir x = a

[Fin(y) — Fa(y)| < €ly —
= (Fin)men ist gleichméBig konvergent in [a, b]

= F ist stetig in [a, b].
Es bleibt zu zeigen, dass fir « € (a,b) \ D und kleines |h| < h(e),

|F(z +h) = F(z) = hf(2)| < efh]
Dazu brauchen wir die approximierenden Folgen(h € (0, h(¢))):
(Fm = Fo)(@ + h) = (Fp = Fo)(@) = h(fm = fn)(2) = Gmn(h)
dann ist G, stetig und diffb. in allen Punkten i mit x +h ¢ D, mit Ableitung
(fm = fu)(@ + k) = (fm — fo)(@) = Gl (h)

wobei
|Gl (D) <26 fiir myn > n(e)

Also gilt nach 3.5.12

|Gmn ()| < |Gmn(h) — Gmn(0)| < |R| - 2¢
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d.h.: fiir m — o0
[(F = Fy) (2 + h) = (F = Fp)(2) = b(f = fo)(@)] < 2¢[h|  fiir n > n(e)
Weiter ist fiir n = n(e) wegen z € (a,b) \ D

F.(x+h)— F,(x) — hfn(z)] <elh| fiir [h] < h(e)

also fiir solche
|F(z + h) — F(z) — hf(z)| < 3¢|hl.

(%) F: [a,b] — R stetig, F in (a,b) \ D diffb. mit #D < Ny
f besitzt in [a, b] eine Stammfkt. <~
3F mit (%) und F'(z) = f(z) Yz € (a,b) \ D

3.5.15 Definition

Es sei [a,b] C RU{xoo} mit —co <a<b<oound f: (a,b) — R. f besitze
eine Stammfunktion F in (a,b) (d.h. F ist Stammfkt. von f im Sinne der Def.
in jedem Intervall o, ] mit a < a < 8 < b). Wir setzen dann

b
/f(x)dx = lim F(B)— lim F(«a),

b—b—0 a—a+0

falls limg_p—o F'(8) und lim,_. 410 F(cr) beide existieren.

Beispiele 1) (a,b) = (0,00), f(z) =2, o€ R; berechne [ z*dx!

a+1

1. Fall @ # —1 Dannist F(z) = %5 und
a+1 (a+1)log B 1
lim F(3) = lim 2 — fim & o 0o atl>0
800 p—ooca+1 pooo a+1 0, a+1<0

= esmuss gelten a+1 <0 <= a< -1

lim F(8) = lim

. eletDlesf [0 a+1>0
B—0+ Cpo0+ a+1

~ oo, a+1<0
Widerspruch, d.h. f ist nicht iiber (0,00) integrierbar
2. Fall a = -1 = F(z)=logz und
lim log 8 = o0, limlogf =—o0
= 27! ist nicht integrierbar!

2) z® ist {iber (0,1) integrierbar <— « > —1
x® ist iiber (1,00) integrierbar <— a < —1
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3) Ist f(z) = logx integrierbar iiber (0,1)?

1
F(z) =zlogr — z = lin(r)lJrF(a) =0= / logzdr = F(1) = —1
a— 0

Erinnerung Wir haben die fundamentale Abschitzung (fA):

a<beR,Fmit (¥) = |F(b)— F(a)] < (b—a) sup |F'(z)]
z€(a,b)\D

Auflerdem (f,) in [a,b] integrierbar, (f,) in [a,b] gleichmiBig konvergent
gegen f, F,, Stammfkt. von f,, mit F,(a) =0 =

e (F,) glm. konv. gegen F

e F ist Stammfkt. von f

Konsequenz
1. Jede Treppenfunktion besitzt eine Stammfkt.

2.a<beR, f: [a,b] — R stetig = f ist gleichméBiger Limes in [a, b] von
Treppenfunktionen.

3.5.16 Satz

Es sei [a,b] C R, f € C([a,b]). Dann besitzt f in [a,b] eine Stammfkt. F, und es
gilt F'(z) = f(x) Vz € (a,b)

Beweis Esist klar, dass f eine Stammfkt. besitzt. Wihle dann x, x+h € (a,b)
und bilde F(x + h) — F(z) — hf(z) =: g.(h)
9a ()

z.z. lim == 0 < g.(h) =o0(h)

—0
<= Ve >0 3h(e) V|h| < h(e) : |g=(h)| < glh]

Wir wissen, dass g, € C([a—x,b—x]) und diffb. ist fiir 4+ h ¢ D; also ergibt
die (fA)

92 (0)] = lgu(h) — o) < 0] sup|f(@+ ) = f(2)

< glh| fiir || < h(e) wegen Stetigkeit

Beispiel (und U) Sei (a,) C

(0,1), an # am, fir n # m. Dann ist F(z) :=
Y ons127 "M@ — ap| diffb. in (0,1) \ (

an)nGN-

3.5.17 Definition

Es sei [a,b] C R und f: [a,b] — R glm. Limes von Treppenfunktionen. Dann
heifit f eine Regelfunktion in [a,b], Gesamtheit R([a, b])
z.B. f(z) = 3,5, 27" sgn(z — ay,) ist eine Regelfunktion.
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3.5.18 Hilfssatz

Fiir f € R([a,b]) existieren in jedem Punkt die rechts- und linksseitigen Grenz-
werte, d.h.
fr:= lim f(z+h)=f(x+0)

h<0
h—0 h>0

Beweis Die Beh. ist klar fiir f Treppenfkt. Sei f der glm. Limes von Trep-
penfunktionen f,,. Fiir « € (a,b) und h,h’ >0, z + h() € (a,b):

[f(x+h) = flz+h)|
<Uf@+h) = falo+ )|+ 1F@ B — fulw+ K|+ | fulz+ ) — fulw+ )|
< 28 + | fre) (@ + h) = foe)(x + h)| fiir ein n(e) € N
< 3e fiir h, b < h(e, foe)) = h(e)O

Beispiel

fa) = {sin = z€(0,1]

0, =0
besitzt keinen (rechtss.) Grenzwert in 0, ist also keine Regelfunktion.
Die Mittelwertsitze der Integralrechnung
Stets [a,b] CR, f: [a,b] — R integrierbar
Dann ist
b
[ $@de = F®) - F@) = (0 - F(0) = (0~ ) ),

falls F' iiberall diffb.

3.5.19 Satz (1. Mittelwertsatz)

Ist f stetig in [a, b], so gibt es ¢ € (a,b) mit
b
[ e =0 as(o
Bemerkung Nach (fA) gilt i.allg. nur die Abschitzung

<(—a) sup [f(z)
z€(a,b)\D

Héufige Situation:

b
/ fg(x)dx mit g nicht stetig
a
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Interessanter Fall f(x) > 0 und g beschrinkt:

oo <g= inf g(z)<g(x)< sup g(x)=7g<oo(!)
- we[avb] Ie[a,b]

Dann gilt gf(z) < f(2)g(x) < gf(x), also wegen der Monotonie des Integrals

o[ s < [ oo < [ e
b

oder/g( ) f(x dm—a/f )dx mit o € [g,g] (ZWS!)

3.5.20 Satz (Erweiterter Mittelwertsatz)
Es seien f,g € R([a,b]), f > 0 und g stetig. Dann gilt

b b
/ fo(z)dx = g(c)/ f(x)dx fiir ein ¢ € [a, b]

Beweis Beachte, dass R([a, b]) eine Algebra ist! O

Anwendung f € [a,b] mit (*,41). Dann gilt fir z,z + h € (a,b):

f g stetig
(] i n+1 l e —"—~
Z L 2 [T s ) a
. . 0
Ist f € C""!(a,b), so folgt aus 3.5.20:
hn+1 1 hn-i-l 1
_ /0 (1= )" F D) (3 4 th)dt = Tf<"+1>(gc+9h)/0 (1—t)"dt
h’ﬂ+ (n+1)
:(n—l—l)f (x + 60h)

(das Lagrange-Restglied unter stirkeren Voraussetzungen)

Ein anderer Mittelwertsatz
= [Tg(t)dt, f diffb., g, f’ integrierbar, f' >

/a " fote)dz = (61— / ' P @)z = F0) / bg(t)dt -/ ’ ) C@)
P A () / Nt - ¢ / e

b

— £(b) / o(t)dt — / g(B)dt(f (B) - f(a))
b c

= 1) / o)t + f(a) / o(t)dt
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3.5.21 Satz (2. Mittelwertsatz)
9 € R([a,b]), f = 0. Dann ist auch f € R([a,b]) und

b c b
/ F@)g(a)dz = f(a) / ()t + F(b) / g()dt fiir ein ¢ € [a, b

Eigenschaften von Regelfunktionen:

1. Fiir eine Regelfunktion f existiert der rechts- und linkss. Grenzwert:
li h) =: d 1 —h)=:f_
Jim e h) = foe) wd T fo—h) =5 f (@)

In allen Punkten z, in denen nicht f_(x) # fi(x) gilt, ist f also stetig.
Diese Punkte heiflen Sprungstellen von f.

Ubung: f hat hochstens abzb viele Sprungstellen, und diese sind genau die
Punkte, an denen die Stammfunktion nicht diffb. ist.

2. Jede Regelfunktion besitzt eine Stammfunktion, ist also integrierbar.

3.5.22 Hilfssatz (Riemann)

Es sei f eine Regelfunktion in [a,b]. Dann gilt
b
lim f(t)sinntdt =0

n—oo
a

Beweis: Ist f konstant, so gilt:

] e

b
/ f(t) sinntdt

_Vw

_2swf 2l
< _
n n

(cosna — cosnb)
t a

Ist f Treppenfunktion, dann ist diese Aussage auch wahr (abzb. viele
konstante Fkt.!).

Allgemein: [ =1lim, o fn, fn € Ta,b]
= zu e > 0 gibt es n(e) mit || f — fulloo < &

b
= < —+ / fn(e)(t) sin ntdt

b b
/ f(¢) sinntdt / (f = fn(e))(t) sinntdt

<elb—a)+e fiir n > nq(e)

3. Ist (fn) C R[a,b] und glm. konv. gegen f, so konvergiert (F;,) gleichmiifig
gegen F, wenn F),, F' die Stammfunktionen von f,,, f bedeuten mit F,(a) =
F(a) =0.
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Beispiel: Die arctan-Reihe aus

d .
p arctant = i Z(—I)Jtzj ER[-1+¢e,1—¢]
720
42541
= arctant = Z(—l)] -
>0 27 +1
—1)
= g = ;) 2(j +)1 Leibniz: Impari deus numero gaudet!

Die explizite Integration,

d.h. die explizite Berechnung von Stammfunktionen (,integration in finite terms”):

Beispiele: 1. Polynome C[z]

gr f gr f
. a.; .
T) = E a;x? hat Sttk. F(z) = E — xJH,FE(Cx
f() j:()] () j:()j 1 []

Steckbrief einer Funktion am Beispiel von cosh:

a) Definition:
e’ +e "

Ry — [1,00) coshz = 5

b) Funktionalgleichungen:
cosh? z — sinh®z = 1

cosh(z 4+ y) = cosh z coshy 4 sinh z sinh y

cosh(—z) = coshz

¢) Umkehrfunktion:
Arcosh : [1,00) — R4

1 1
2y:€z+efw:’u+a (u—y)2:y2—1 ez:u:y+1/y2_1
= Arcoshy =log(y + V32 — 1)

d) Ableitung und Stammfunktion (von f und f~1!):

! . . !
cosh’ x = sinh x sinh’ x = coshx
1
/
Arcosh’'z = ——
2 —1

Stfk. von Arcosh: G(z) = xf ' (x) — F o f~'(2) = 2 Arcoshz — sinh(Arcosh x)
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e) Spezielle Werte (Nullstellen, Extrempunkte, Wendepunkte, etc.)
und Skizze

voodt
Beachte: Arcoshy = / = log(y + 21 direkt?
v= | e Tl vy 1) )

3.5.23 Definition

Eine Funktion f : R D D(f) — R(f) C R heifit elementar, wenn sie aus den
Funktionen

(1) const, z,sinx, e® gewonnen werden kann mittels der folgenden Operatio-
nen:

(2a) Grundrechenarten (+,-, deren Inverse),
(2b) Bildung der Umkehrfunktion,
(2¢) Zusammensetzung.

Andernfalls heifit die Funktion transzendent.

3.5.24 Definition

FEine elementare Funktion heifit explizit integrierbar, wenn sie eine elementare
Stammfunktion besitzt.

3.5.25 Hilfssatz

Jede elementare Funktion ist im Inneren ihres Definitionsbereichs differenzierbar
und ihre Ableitung ist elementar.

Problem: Besitzt jede elementare Funktion eine elementare Stammfunktion?
Zu schwer fiir uns, also Fortsetzung der Beispiele.

2. Rationale Funktionen:

f(z) = p(z) p,q € Rz] oBdA. grp<egrq

q(z)

g@)=a [ @-2"™  m\) €N (Vielfachheit)
Aeq 1 (0)

Partialbruchzerlegung:

et & Y
1(2)  alleq@@—A"N a, = (@)

Also geniigt es, die Stfk. von ﬁ aufzufinden, fir j e N,k € Z,.
oBdA: k= 0.
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1. Fall: j > 1. Wir berechnen fir A € C;z,z+ h # \;z € R:

1 1 1
;lfi%h((ﬁhA)j - (:E)\)j)
oy 1B L (a2
h—0 h (.’ﬂ*)\) (l’+h*>\)J
— lim — l 1()hl Yo — )7t
TS (@ A)i(@+ h—A)
S = o)
=0 (= A)i(z+h—\)J

= —jl@ =A™

3.5.26 Hilfssatz
Fiir A € C,z € R\ {\} ist 2 — (z — \)? diffb. fiir j € Z und

d

=2 = ja =2y

Also besitzt (z — \)77 fiir j € N,j > 1 die Stfk. (& 1’\)]

2. Fall: j=1

p(z) bx;
f(w):m: Z ZﬁER

Beirachte einen Term 245: wegen f () = f(z) gibt es dann auch den Term
(J.>\17
(m=X)

2.1. Fall: )\ = ) € R Dann hat (““ in x # A die Stfk.

f(x) =ax loglz =2l (1)

2.2. Fall: A#)Xe€C\R

Dann ist L
axi1 axi
— d
(zf)\)#(:rf)\) un
axi axi _aM(w—X)—i—aT\l(x—)\) _2Rea,\1-x—2Rea>\1-X
(x=2A)  (z-X) (x — M) (x—X) 2% —2Re X -z + M2
=(z—Re )24+ (Im \)2
Es bleibt zu berechnen
* at+ﬁ .
F td#£0
—(%/ at—l—ﬁ u:—tgy,du:fdt
6
1 5u+7 0 4 y_a—vy -y _
6/ — 21 a 5 S u < 5 T
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2.2.1. Fall: a#0

g
! ’Y !’
z u—|—g+$ a [* 2u—|—ﬁ’
F(z)=« ==
a’ 'U,2+1 2 a’ u2+1
zu losen:
/x 2udu _/"E dv 22 +1
o w41 wz v+l T a2 41

mit v = 42, 2udu = dv,a’? < v < 2’

Weiter zu losen ist:

/

e /w du_ _ B’ (arctan 2’ — arctana’)
a’ u2 + 1

elementar!
2.2.2. Fall: « = 0 schon erledigt.

Ergebnis: Die rationalen Funktionen sind elementar integrierbar.

3.5.27 Satz

Alle reellen rationalen Funktionen sind elementar integrierbar.

/t( dz :(t—l)*”, > 1

x — A+l —v

/t dx ton ¢
———— = arctan
z2+1

3.5.28 Satz

Die folgenden elementaren Funktionen sind elementar integrierbar. Dabei sei R
stets eine “rationale” Funktion, d.h. eine mittels der Grundrechenarten aus ihren
Argumenten geformte Funktion.

a) R(z, Vax +0b), keN, a,beR

sinax,cosaz), a € R
z,vVazr?+br+c), a,b,c €R
x,vVaxr +b,vcx+d), a,b,c,d eR
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Beweis Alle Integrationen werden durch passende Substitutionen auf die In-
tegration rationaler Funktionen zuriickgefiihrt.

a) u:= Vazr +b

. k/ax+b
b) u:= {/ %]
c) u:= e

e) Riickfithrung auf

R(z,v/1+ 2?) x = sinh ¢; R(z,v/1—22) x =sint

fy t=vVar+b=Ver+d= \/Oét2+ﬂt—|—fy
d) 0.B.d.A. @ = 1. Substituiere

x

T sin2
t=tan - = =
2 cos 5
:>t2:sin2§:1+cos2%
cos? § cos? §
T x T 1
— t2cos? = 2221 = cos?’ = =
Ccos 2Jrcos 5 CcOs 5 11
2dt
dt = ———dr <— doe = ——
2cos? § v . 14142
2t
sinx:sin2g:2singcosg:2tangc05232 e
cosx:cosQE:congfsirPg:QcosQEfl
2 2 2 2
2 S 2-1-t2  1—¢?
C14¢2 142 142

Abel (et al.): Nicht alle elementaren Funktionen sind elementar integrierbar!
z.B. nicht die folgenden:
3.5.29 Definition
1. Die Funktion ) .
2
O(z) = —/ e dt
V7 Jo
heiflt das GaufSsche Fehlerintegral.

2. Die Funktion
dt

Li(x) := —
i) /2 logt’

heifit der Integral-Logarithmus.
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3. Die Funktion
Riszw— / sin(t?)dt bzw. / cos(t?)dt
0 0

heiflen Fresnelsche Integrale.

Bemerkung zu 2) Li hingt zusammen mit der Primzahlverteilungsfunktion
m(z) :=#{neN;n<z,nprim} = PNN,

Wenn wir m und Li plotten auf DIN A4 fiir z < 100 000, dann sind die Graphen
nicht zu unterscheiden! Auf einer Skala von 1 bis 100 Mio. gilt immer

m(x) < Li(x) < w(z) + 320

Skewes: Es gibt ein xg € N mit

34
Li(xo) < m(xo) und zp < 101"

/xl .t
5 logt logt
x 2 /gE dt

= —~ +
logz log2 J, (logt)?
2
° +0( ° ), x — oo(!)

- log B log 2 log x

* v dt
+/ t(logt) =2 =
2 Jo2 t

3.5.30 Satz (Hadamard, de la Vallé-Poussin)

m(x) ’

= 1ng(l + o(z)) fiir x — oo

Richardson Das Problem der elementaren Integrierbarkeit ist unentscheid-
bar, d.h. es gibt keinen Algorithmus, der die Antwort liefert.

3.6 Konstruktion spezieller Funktionen mit In-
tegralen

Die zweiteinfachste Klasse elementarer Funktionen sind die trigonometrischen

Polynome, d.h. die Funktionen der Form

n

T(z) = Z aj(ei””)j = Z ajeij””; a; €C

j=—n j=-n

n heiit der Grad von T.
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Bemerkungen

1. Zum Namen:

9T — (cosx 4 isina)’

e

2. T ist unendlich oft differenzierbar, T' € C'*°(R), insbesondere auch stetig.

3. Die Gesamtheit aller trigonometrischen Polynome, 7P(R) ist eine Alge-
bra. Sie ist abgeschlossen unter Differentiation und Integration.

4. Alle trigonometrischen Polynome sind periodisch mit der Periode 27. Es
geniigt also, sie (z.B.) auf [—m,7) (oder (—m, 7]) zu betrachten.
Wir kénnen die mit 27 periodischen stetigen Funktionen auf R identifizie-
ren mit den stetigen Funktionen

S'=R/axz 20— f(0) = f(x)

Clan)(R) = C(SY) 1 f % f

Dann konnen wir den Stone-Weierstrafl Approximationssatz auf die Alge-
bra 7P(R) anwenden und finden:

3.6.1 Satz

Jedes f € Cpan(R) lésst sich gleichméBig durch trigonometrische Polynome
approximiernen.

5. Spezielle trigonometrische Polynome
Setze ex(x) := €% k € Z;
sodann

Dy(x):= ) ¢(x)
Jj=—n
—_ (eiw)fn + (eiz)fn+1 4L+ (eza:)n
2n
— (emz)fn Z(em)j
§j=0
ei(2n+1)a: -1
e —1
ei(nJrl)a: _ e—inz

—inx
e

e’z (e's —e7'2)
ez(n—i—%)w e—i(n-‘r%)x
- ei% — e_l%

= D, € C(R)
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2n+1

1= 1 2 sin(j + L)z
Fp(x) == > Dj(z) = - Z <o -
=0 =0 2

n—1

— 1
= n - sin’ an(m) = ;) sin <j + 2) :z:sing

=

n—
[cos jx — cos(j + 1)z]
=0

[cosO - & — cosnx]

33D mem(3 )4
—2 9 9 x COS 9 9 T

N = N

. o NT
= sin® —
2
d.h.
2 nx
1 sin® &&
Fo(z)==-—52 >0
n  sin 5
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6. EsseiT = Z;-l:fn ajeij””; dann ist a; durch T" eindeutig bestimmt! Denn:
/Tr@ij””da:: 2m y 5 =0
o Z%(e”’r —e M) =0 ;j#0

Also gilt

aj, = 5= |7 T(x)e ordz

3.6.2 Definition

Es sei f eine 2m-periodische Regelfunktion (d.h. f € R[—m, 7], f(7) = f(—7)
und f(z + 2kw) = f(x)). Dann nennen wir

A~ 1 4 .
. —ija
fj: 5 [Wf(x)e dr € C

den j-ten Fourier-Koeffizienten von f, j € Z, und

das n-te Fourierpolynom von f.

Problem: Unter welchen Voraussetzungen gilt

lim S, f(x) = f(x) fir allez e R ?

n—oo

Es gilt
"1 T L
— el —ijt+igx
Snf () FZ_” o | f®e dt
_ i/ﬂ £0) Zn: (=0 gy
2 J_ . =
N T
S )" *
Also wird
n—1 n—1
1 1 ™1
2 Zsjf(x) =5 /_7r ~ Dj(z —t)f(t)dt
7=0 7=0
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3.6.3 Definition
e D, heifit der n-te Dirichlet-Kern,

o [, der n-te Fejer-Kern.

Erinnerung Die uneigentliche Integrierbarkeit, d.h. f ist eine Regelfunkti-
on in jedem komp. Teilintervall von (a,b), z¢o € (a,b). Dann besitzt f eine
Stammfkt. F' in (a,b) mit F(zo) = 0. f heiBfit dann (uneigentlich) integrierbar
iber (a,b), falls lim, .4+ F(z) =: F(a+) und lim,_,,— F(z) =: F(b—) existie-

ren; dann
b
/ f(@)dx := F(b—) — F(a+)
Dazu benutzt man sinnvollerweise das Cauchykriterium:

lim F(x) existiert

T—b—
s Ve > 0 3b(e) € (a,b) Vb, by € (b(e),B) : |F(by) — Flbs)| < e
ba
< Ve >0 3b(e) € (a,b) Vby,ba € (b(e),D) : f(z)dz| <€
by

Rox(R)DTPR) 2T <= T(z) = Z aje;(r), ej(z) = e"”

j=—n

=a; = L /7r T(z)e;j(z)dx

2 ),

Weierstrafl Jedes f € Cor(R) ist glm. durch T' € 7P(R) approximierbar

" sin(n + 3)x
D, (x) = Z ej(z) = TJ Dirichlet-Kern
j=—n 2

n—1 o onz N\ 2
1 [/sin=*
F,(z) = E Dj(z) = — < - = ) Fejer-Kern

Sin 3

3.6.4 Definition
Es sei f € Rar(R). Wir setzen

Su(f)@) 1= 3 f(G)e;(@) fiir n € Zy

und nennen diese Folge die Fourier-Reihe von f; diese Def. gilt unabhéngig
davon, ob die Folge konvergiert oder nicht.

Bemerkung Ist f € TP(R), so ist S, (f) = f fiir n geniigend grof.
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Exkurs: Eigenschaften der Funktionenfolge (F},)

1. Fy(x) >0Vn,x

F,(z) =0 fir |z| >«

2.
9]

1
— F,(x)dx =1,
2 J_

3. Zu jedem € > 0 und r € (0, 7) gibt es ein n = n(e) so, dass fir n > n(e)

1
— F,(z)dz <e
27 JR\[-r.r]
Beweis:
1 /sin22\? 1
ﬂ>x|>r>0<:>Fn(a?):<_i) <——-—0
n \ sin§ nsin® §

4. F, ist gerade fiir alle n > 1.

3.6.5 Definition
Eine Folge (§,,) C R(R) mit den Eigenschaften 1,2,3 heifit eine Dirac-Folge in

R. Gilt zusitzlich 4, so heifit (4,,) eine gerade Dirac-Folge in R.

Zusammenhang mit S, (f)

SuP@ = Y foe = 3 o [ s it
1 " - ij(x—t
" on _Wf(t)j;ne (=) gt
= 5.(£)(a) = 3= |7, Dala — 0/ (t)dt

on(f)(@) = 2070 Si(f) (@) = o= [T, Fu(z —t)f(t)dt

also auch

3.6.6 Satz (Approximationssatz fiir Dirac-Folgen)

Es sei (6n)nez, eine Dirac-Folge und f eine Regelfunktion in R mit kompaktem
Tréger. Dann gilt

1) Ist f stetig im Punkt zg, so konvergiert

[ bu(wo - Df(0dt s flao)

2r J_ o
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Beweis:

27T/ 5 (E(]—t ()dt— .’EO

[u:=xzo—t, du = —dt]

’/ On(zo —t)[f(t) — f(xo)]dt’

_ 1 /_Oo 8 (u) [f (0 — ) — f(0)] du

<e fiir |u|<r(e)

2 on(u)(f(zo — u) — f(@o))du
2m [/|“|<T(5)+/|u|>r(s)‘| ( )(f< 0 ) f( 0))

1 /O" 2
< e [T s wydut 2| / 5. (u)du
21 o 27 R\[—r(e),r(e)]

< e+ 2 fllso fiir n = n(e,r(e))

N

2) Ist f gleichmifig stetig auf einer Menge A C R, so ist auch die Konvergenz
glm. in A.

3) Hat statt f 0, festen kompakten Tréger und ist f beschrinkt, so gelten
dieselben Aussagen.

Dieses Ergebnis ldsst sich nun auf (F,) iibertragen, weil F,, kompakten Tri-
ger (in [—m,7]) hat.
3.6.7 Definition

Essei f: X — E, X metrischer Raum, E Vektorraum. Dann definieren wir
den Triger (support) von f durch

supp f := {z € X; f(z) # 0}

f hat kompakten Triger <= supp f kompakt in X

3.6.8 Satz
1. Ist f € Cax(R), so gilt limy, o0 0 (f)(2) = f(z) glm. in 2 € R

2. Ist f € Rar(R) und stetig in 29 € R und ist weiter die Fourier-Reihe in
xo konvergent, so gilt

lim S, (f)(zo) = f(zo)

n—00
Beweis
1. Wir wenden 3.6.6 an auf (F),), eine Dirac-Folge mit kompaktem Tréiger.
2.
Sn(f) (o) — Seo(f) (o) = on(f)(xo) — Seo(f)(xo) weil arithmet. Mittel,

n—oo n—o0

aber o, (f)(x0) = f(zo) nach 1.
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3.6.9 Satz

Ist f € Cor(R) und Lipschitz-stetig, so gilt S,(f)(z) — f(z) Va
Das gilt auch, wenn f € Ror(R) und Lipschitz-stetig in z.s

Beweis: Wir setzen D, (x) := 0 fiir |z| > 7 und betrachten
Su(7)(@) — 1( 2W/ Dol —1)(7() ~ @)t (we=z—1)
= o [ D)~ f@)u

in ¥
Sll’l2

=% ' bm((n+ ;) )Mdu
=2 ()

= Fiir |u| > ¢ ist f;(u) eine gleichmifig beschrinkte Regelfunktion.

Dann schitzen wir ab
1
/ sin ((n + )u) fo(u)du
Ju|<e 2

1

(2) ! / sin ((n—i— 1)u> fo(u)du 0
il Z a =
27 Ji—mml\ el 2 nee

prs
= Beh. O
Es gibt stetige Funktionen, deren Fourier-Reihen in abz#hlbar vielen Punk-
ten divergieren! (du Bois-Reymond Kolmogorov)
Aber: Fur f € R(R) ist die Fourier-Reihe fast iiberall konvergent (L. Carleson
1966).

(1) < ij - 2¢
27

3.6.10 Beispiele fiir Fourier-Reihen
VL: Do, 2003-06-26

Euler-Fouriersche Formel

f € R27r (R)

Z f(k)ezka: _ i: f(k)ezkw+f(0)6z0w+2f(k)ezkw

k=m0 k=—co k=1
=D f=R)e ™ 1 f(0) + ) fk)e™
k=1 k=1
:Z(f( k)coskx — if(—k)sinkz + f(k)coskx +if( )51nkx>+f( )
k=1

Cosinus-Sinus-Darstellung

mit a, = f(—k)+ f(k), k=0,1,... b, =i(f(k)— f(=k)), k=1.2,...
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Fuler-Fouriersche Formeln:

1 [7 . ) 1 [T

ap = — (t) (elkt + e_mt) dt = — f@)2coskt dt
2 J_, 2 J_,
1 T

= - f(t)coskt dt, k=0,1,...

™ —T
1 [7 .

by = — f(®)sinkt dt, k=12,...
T

—T

f(t) cos kt gerade

eell und gerade =
f reell und ger {f(t) sin kt ungerade

0 i ™
= ap = % ( f(t) cos kt dt—l—/ f(t) cos kt dt) = %/ f(t) cos kt dt,
0 0

b, =0

ak:()

1l und de = m
[ reell und ungerade {bk =2 [ f(t)sinkt dt

Beispiel 1 Die Vorzeichen-Funktion

[ € Ron(R) f(z) = {

f ist ungerade = a; = 0,

2 [T 2 —coskx)’
bk:f/ 1~sinkxdz:7/wmdx
™ Jo m™Jo k

sgnz, x € (—m,m)
0, |z| =7

T

2 k 2
=2 v — — (coskm — cos0)
7r r |,
P . 0, k=24,
— 2~ 1) =
km (=1 ) {]j‘ﬂ, k=13,

Secf(z) = C;—o + Z (ay cos(kx) + by sin(kx))

4 in3 in 5
Soof(x):; <sina:+8m3 x+sm5 x+>

1. Methode

Wenn f Lipschitz-stetig in z ist

= Suf(@) = T BEVELT _ p) 4 (cmm)\ (0)
k

Wir haben auch Sy f(kw) = 0= f(km).
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2. Methode: Dirichlet-Kriterium fiir gleichmifliige Konvergenz
fr: X—=C,gr: X =R

1. F, = fi+...+ fx, Zk>1 f& sind gleichméBig beschriankt, d.h.

dM > 0: sup|Fi(z)] < M VkeN
zeX

2. g — 0 gleichméBig
3. Fiir jedes feste x € X ist (gr(z)),cy monoton fallend.

= > frgr konvergiert gleichméBig auf X.

Korollar
Die Reihe Y, - 57t sin(2k + 1)z konvergiert gleichmiiBig auf [5, 7 — 6], § > 0.
Beweis: fi(x) =sin(2k + 1)z, gr = Tl-s-l

in? kx
Fp(z)= fi(x)+ ...+ fi(x) = Ssin]:; (Induktion) = |Fj(z)| <1

Beispiel 2: Der Absolutbetrag

f € Rox(R), flz) =z|, 2| <7
f gerade = by, =0

2 e 2 s : !
akz—/ tcosktdt:—/ (k)
0 0

T T k

T2 [Tsinkt cos kt
T P G
0 0

2 sinkt T
—t

T k

0

0

T 4 cos3r  cosdr
:>Soof(m)=2—7r(cosx+32 +752 . ) = f(2)
cos(2k + 1)z 1 = Konvergenz
Qk+1)2 | (2k+1)2 &

Setzen z =0 : %—%(1+3%+5%+...):f(0):0

2 1 1 1
=14+ —=—4+=4+... 4+ ——+

™
) 32 5 @k+1)2
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Beispiel 3 g € Rar(R), g(:c) = (= ) auf [0,27]
g ist gerade = by, =0, ap = k2’ ao—%

2
T—T
< 5 ) +Z—coskx r €R

k>1

T % Zk?

k>1

Beispiel 4 [ € Rox(R), f(z) = cos(zx) auf [-m, 7], z € R\ Z
f gerade = g, =0

2 (7 1 [
ay = f/ cos zx coskx dr = — / (cos(z + k)x + cos(z — k)z)dz
T Jo T Jo
™ : / : _ /
_ 1 / (sin(z + k)x) n (sin(z — k)x) de
T Jo z+k z—k
_ 1 [sin(z+k)z sin(z — k)x|"
o7 z+k |, 2=k |,
1 [sin(zm + kr) = sin(zm — k)
== +
0 z+k z—k
sinmz 1 1
=(=1)*
(=1) ™ L’ +k T z— k}
Mit sin(a + k7) = (—1)* sin « folgt
sinmz
COS 2T = cos kx
S PR E R

k>1

cos TZ 1
meotmz = =
Tsinmz ; ( k)

Partialbruchzerlegung des Cotangens

Anwendungen: Riemannsche Zeta-Funktion

C(s) =201 L konvergiert fir s > 1, ((2)=3 5= %2

_ 1 & n Boan oo
cotx = 5;(—1) (2n)!4 x
1 = n B2n n,_2n 2n

= cotmx = Eg(—l) on)! (4"7%") @

n= (27)2n
B n
:wcotww—f—z 2 27r)2" n—1

n>=1
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IS

wcotﬂz—i=z< ik+zik>zz[k(1i;)_k(ll—z)

k>1 k>1 k
1 . J J
S Zer (S0
k>1 j=0 j=0
1 2z 228
_;k<_k_kg_...>

[fiir |2] < 1 absolut konvergent]

1 2 1 2j
__QZZW(1+I;+"') :—222?2%

k>1 k=1 >0

1 .
= _ZZZ Z L2i+2 2%

50 \k>1

¢(25+2)

1 , .
bty — — = —2 2§ +2)2% = -2 2§ + 2)z%+1
mootmz — Z;)C(Fr )z ;Oqﬁ )z

= ((2n) = (~1)"+ B (2m)n

durch Koeffizientenvergleich

Folgerung Die Cotangensreihe > (—1)" gi"j!élna:z” hat KR=mn

Beweis

1 1
2n 2n

= lim sup 2¢(2n) -4n _ 1

n— 00 (271‘)277' T

(Wegen 1 < ¢(2n) < ¢(2) folgt lim(¢(2n))zr = 1.)

Bay,
i sup (‘ (2;)| 4

2. Anwendung: Eulersches Sinus-Produkt

sin(rz) = 7x H (1 - k;2>
k=1

VL: Mo, 2003-06-30

Beweis: Wir wissen schon, dass

I & 22
WCOt(’/T.T) — E = ;m

Die Reihe konvergiert normal in [—a, al,|a| < 1, da:

2x
72 _ L2

2|z| 2a 2a
= K2 _ |I|2 < 12 _ a2’ Z m konvergent.
k>1

lz] <a<1,
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Wir suchen nun eine Stammfunktion beider Seiten, die in 0 verschwindet.

log bln:wvx # 0
Fla) = {0 =0

ist eine Stammfunktion von 7 cot(mz) — 1/z auf (—a,a) \ {0} mit F(0) = 0.

* 2x 2
G( ) /0 Zt2—k‘2 ];/0 t2_k2

k>1

= Z log(k?

k>1

0
—Z log — log k%)
k21

2

= log (1 — x)
22

= log H (1 — kz>

k>1

F und G sind 2 Stammfunktionen, F(0) = G(0) = G = F auf (—a,a) mit a

beliebig.
Slnﬂ'x_H<1_) 2] < 1
E>1

Giiltig auch fiir —1, 1, da dafiir beide Seiten verschwinden. Noch zu zeigen:

ey -=1(5)

hat Pediode 2 k21

z.z.: hat Periode 2

2
Rz mx H <1 — ;;) 2-periodisch?
k=1

Dann wiirde folgen: Gleichheit stimmt iiberall, denn wenn f, g T-periodisch,
dann

f‘[—T/ZT/?] = g|[—T/2,T/2] = f=gauf R.

Wir zeigen nun, dass 7z [, (1 - i—z) 2-periodisch ist:



3.6 Konstruktion spezieller Funktionen mit Integralen 187

Untersuche nun:

oo (1-5)
S(k—x)(k+x
o [ )
_rn=a)n=1=a)- (1 —m)r(l4a) - (n+a)
(n!)?
m(x+2) nler;Opn(x +2)=? nlggo W -1

OBemerkung: Setze © = 1/2 in

sin(ma —mcH (1—)
Es folgt das Wallissche Produkt 1 = 7 ] (1 — W)

3.6.11 Besselsche Approximation der Regelfunktionen

f € Rox(R) min /7r \f(t) — T(t)]2dt =7

TeTP, |

mit TP, :={T € TP :gr T < n}. Das Minimum ist fiir ' = S,, f erreicht!

Skalarprodukt auf R, (R)
1 ™

o | Tyt

f?geRQTK‘( )<f7 >
((z,w) = 32 zw5)

—T

Eigenschaften:
1. (, > C-linear in der 1. Variablen
(Af,9) = Af.9)
2. (-,-) konjugiert linear in der 2. Variablen
(f.Ag) = X(f.9)
3. (-,-) hermitesch, d.h.
(9, f) = (}.9)

4. positiv-definit, d.h. (f, f) >0 Vf
(f,f) =0 < f =0 fast iiberall (in allen Stetigkeits-Stellen)

1 1

o | f( )eilctdt -

(f, o) = o [ e =y

f,9 € Rax(R) heifien orthogonal zueinander, wenn (f, g) = 0
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Beispiel:

Durch (-, -) erhalten wir die Norm

I1flla =/ (f, F) = (f, [)L?

Dies ist die L?-Norm von f.

1 , 1/2
I = (5 [1Par)

(Im folgenden auch einfach nur || f||.)

Eigenschaften:
LA =L VAEC, f € Rax

2. |If + gl < IFI + llgll (Dreiecksungl.)

3. |Ifl =0 Vf € Rar. Wenn f nicht iiberall 0, folgt || f|| > 0, sonst wiirde

gelten:
LA =0 f=0
5 19 < If1 - llgll (Cauchy-Schwarzsche Ungl.)

Beweis von 5.: Sei g # 0 (da klar fiir g = 0).

(f+Ag, f+Ag) =({f, [) + (f,Ag) + (Ag, f) + (Ag, Ag)
= IfII> + X{f.9) + Mg, f) + MX|g|1?

und mit A = —(f, g)/||g||* ergibt sich:

(f,9)

=1 =g 9 = g
_ 2 o |<f7g>|2

Beweis von 2.:

If+9lP={f+g.f+9) =+ {f.9)+(9.f)+{g.9)
~——————

=2Re(f,9)
= IfII” + 2Re(f, 9) + llgl?
<A1+ 21, )] + llgll?

<IAP + 2071 gl + lgl> = (171 + gl

[(f, 9)|?

lgl®

(daRez < |2| ¥z € C)
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Beispiel: Sei f € Ror(R):

1Sl = < S e, 3 f>

j=—n k=—n
n o n o n
P . AT 29
= Y fife(e? ey = 3" fifi= >0 1l
N——’ . .
k,l=—n P j=—-n j=—n

3.6.12 Satz
Es sei f € Rax(R). Dann gilt:

If = Sufll = min [If =T
(eigentlich || f — Snfl| < |[f =TI VT € TPn, T # Snf)

1f = SufIP =117 = D 1l

k=—n
Folgerung (Besselsche Ungleichung):
> A~
> AP <P
k=—oc0

Beweis:

Sei T = Z e e TP,,.

k=—n
If=TIP=(f-T.f-T)
— <f’ f> o <f,zckeikw> o <cheika:’f> + <ch€ikw,zck€ikw>
k k k k

= IFIP =D el fie™) =D e (™ )+ aner
k k 7 Vr_m> k

=12+ whe =Y adi+ Y awm £ fif
k k k k

=12+ D1 fe = x> =D 1l
ko k

————
=20 1Sx £1I

> FIP =D 1l =1 = SufIP
k

Das Minimum ist fir 32 |fx — cx|? = 0 erreicht, d.h. fiir ¢ = f, < T =
Snf. (DaT # Sy f = > [fx —crl >0).
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Ron

f—Snf
T,

Snf

0
Snf heilt die orthogonale Projektion von f auf 7P,. S,fLf—Snf

3.6.13 Konvergenz in L?>-Norm (im quadr. Mittel)

Seien f, f,, € R[a,b]. Wir sagen, dass f,, — f in L?-Norm, wenn
b
lim [ |f— ful?dt=0
Wenn [a, b] = [—7, 7] besagt die Def., dass ||f — fn]| — 0.

Bemerkungen:
a) Wenn f, — f glm. auf [-m, 7] = ||f — full2 — O.
« o 1 (" 2 1 2 7
Abschitzung: |[f = follz = o— [ |f = fulPdt < _lIf = fulls [ 14t

2T -

glm.

= [If = fal2 <If = folle = fo="F

b) Umkehrung gilt nicht! Es gibt f,, "= ° 0 in L?-Norm, aber nicht einmal
punktweise gegen 0 (fn(x) /4 0 V)

VL: Do, 2003-07-03
Konvergenz in L2-Norm

f.9€Ran(®), (9) = o= [ 1050

£l = 11fll2 o= (f, f)
o I = Sufl> = I£17 = S, 1 fil?
o S0 o Ifkl < IIfI1? (Bessel-Ungleichung)

3.6.14 Satz

f € Rax(R). Dann gelten:
D f=Safll =0, n— o0
2)

Yo P =151P

k=—o00

(Parsevalsche Gleichung)
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Beweis: Zu zeigen:
i) (1) gilt fiir stetiges f.

ii) Jedes f in Ror kann in der L?-Norm durch stetige Funktionen approxi-
miert werden.

iii) (1) gilt fiir beliebiges f € Rax(R).
Also zum Beweis:

i) Satz 3.6.8 (Fejer) o f ™% f.n — oo fiir f stetig.
Seie>0: =In.Vn=2n.: |f(x) —onf(z)<e, xR

= ||f —onfll| <sup|f —onfl<e
—_————
”f_o'nf”oo

Aus der Minimaleigenschaft der Fourier-Polynome folgt:

=N =Snfl <If —onfll <e

das heifit
Jim [~ S, =0

ii) Der Beweis des folgenden Lemmas kommt spiter.

Lemma: [ € Ror(R) und € > 0. Dann gibt es ein f. € Ror(R) stetig,
so dass

Hf - fs“ <e.

iii) Sei f beliebig, € > 0 gegeben. Sei f. gewihlt wie im Lemma ii.

——— ——
<e <e fiir n>n. aus 1
”Snf - Snfe” = ||Sn(f* fe)” < ”f - sz <e
Da im allgemeinen gilt:

o0

1Sagl? = > gl < D lal* <llgl®>  (Bessel)

k=—n k=—oc0

Beweis des Lemmas ii

a) Sei f eine Treppenfunktion.
Sei —m =tg <ty <...<ty, = eine Zerlegung von (—m, 7).

f|(tk,_1,tk) = Ck, k:17...m
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-

I I
Tt Tt

lk(tk — (5) = Cg

Sei 0= Em , loy. ..l lineare Funktionen, mit
lk(tk + (5) = Ck+1

Sei f5: [—m, m] — C folgende Funktion:

_ @), we -+ 0)
fs(x) = {f(x), x € [tg—1 + 9, tx — I

07 T < [tk—l + 67 Uy — 6]
If = fs| =
<|Ck+1_ck|; l’G[tk—(s,tk+5]

m tr+0
= slE <Y [ 1= g
k=0 tp—0

sup | f — f5[*26
k=0 Ie[tkf(s,thré‘]

m
= 252 ‘Ck-&-l - C]€|2
k=0

Da ¢ beliebig gewiihlt wurde, existiert zu jedem & > 0 ein § = d(¢) mit

If = fsI> <& foi= fao

/N

b) Sei f € Ro, beliebig. Da f eine Regelfunktion ist, existiert zu jedem e > 0
eine Treppenfunktion g € Ro, mit

€
17 = gll IS~ glloe < =
Nach a) existiert ein g. € Ro, stetig mit
€
lg—gell < =
= f —gell <IF =gl +llg—gell <e
Folgerung: f, =0, Vv € Z = f =0 fast iiberall

Beweis: R
fo=0"E fP=0= =0t i
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3.6.15 Eulersche Summenformel
Ziel: f:R—-C
f) 4.t fn) - / f(@)dz
—_— 1
Jit f(z)dz+ explizites Restglied
Folgerung: Stirlingsche Formel
n! = v2mn (E>n,n — 00
e
Vorbereitung: Bernoulli-Polynome
e Bo(z)=1, Bi(z) = — %, Bo(x) =a? —x+ ¢, Bs(z) =2 — 322 + Ju

27

e B (0) = By Bernoullische Zahlen

Eigenschaften:

Bl) Bi(z) = kBi_1(z), k> 1

B2) [} Bi(t)dt = BB @ _ g

1

= EB;{)(J/‘) = mBk_l(x)
0 = Bt = B

Betrachten wir die Bernoulli-Polynome auf [0,1) und setzen sie periodisch mit

Periode 1 fest.

kE>1Cr e Ri(R)
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N LS/
VS

A A A A A

VAANNAT
VYRVAVAVE

(C1) C ist eine Stammfunktion von Cx_1, k > 2

c2

(C2) Cr(1) = C(0) = Bk (0) = B
(C3) Ci(n) = Ci(0) = 4By

(C4) Ck(n) =0, Vn, falls k > 3 ungerade

3.6.16 Satz (Eulersche Summenformel)

fec®t([1,n]), peNo

> fk) = /1 nf(:v)dx—i— Z Do f@’“‘”(w)l?Jr /1 ' Copir(2) fOP D) (z)da

=1

=

wobei 22:1 =0

M=

Boy, R () — Ba(f(n) — O]+ B2 [fO(n) - fOQ)] +..., p>0
(2k)! ! 0, p=0

b
Il
—
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Beweis: Induktion p=0|Ci(z)=z—[a]-3=a—k—3%, z€[kk+1)

k+1 k+1 1
/ f(z)dz = / fl@)(z—k— 5)’(1:5 partielle Integration ergibt:
k k

k41
= f@e k= = [ F@e— k=g

2 ——
Ci(z)
1 1 k+1
—Jb+ D+ 1=k =)~ fRE— k= 3)= [ F@)Ci)de
—_———— —— k
=3 =—3
=1 (f(k+1)+£ (k)
Man summiert iiber k =1,...,n —1

/ln f(x)dz = <;f(1) + 1f(2)> + (;f(Q) + ;f(3)) I
"*(;ﬂ”—“ 5f(n > /1f’ 2)Cy(

:§f<1>+f<2> AT 1) +;f /f )Cr(a)da

:»/f o + LD S /f )Ci(2) = F(1) + ...+ f(n),
falls p = 0.

p=p+1

/” Copy1(x) fP) () da
1
_ / " O (@) FOP (2) e
1
—Capa() P ()} — / Copra(@) FOP+) () de
1

= Coppa(n) [T (n) — Copya(1) f(2p+1)(1)_/n02p+2($)f(2p+2)(ﬂ?)d$
—— — 1

— 1 — 1
= oy Berte = oy Bar+e

1 n
=y Borre IR = Copra@)f I @) + / Cap (@) [P+ (@) da
Copa(@) fPP2(@)[F = Copys(n) [P ()= Copys(1)  fEPTI(1) =0
——— —_———
= ey Bao+a=0 =tapray Bap+3=0
n 1 n .
= / Copr () fOPHD (2)da = 7|B2p+2(f(2p+1)|?)+/ Copya(w) [P (2)da
1 (2p +2)! 1

Durch Ersetzen der linken Seite mit der Induktionsvorausetzung erhélt man die
Behauptung. O
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3.6.17 Gammafunktion

Gesucht ' : R\{0,—-1,-2,...} = R,I'(z) = (x — 1)!, € N (T interpoliert n!)
Sei n € N; wir schreiben n! um, so dass die Schreibweise die Eigenschaft n € N
nicht nutzt.

n—1)1=1-2-3-...-(n—1)

_(@-2-...-(n=Dnn+1)-...-(n+k)
B nn+1)...(n+k)

B (n+k)!

nn+1)...(n+k)
Rk 1) (k) kT

T i+ 1) .. (n+k) k™

B klE™ k41 kE4+n
“aln+1)...(n+k) kT k

1kn n
:n(n—&—ll)c.k..(n—&—k).(1+11>.""(1+k)
= (n—1)!'= lim (n —1)!

k—o00

k'k™ 1 n
= 1 lim (14> ). (14—
kirﬂon(n+1)...(n+k)k5§o< +k) (+k)

klk™

:>(n—l)!:klingon(n+1)...(n+k)

Mit z € R\{0,—1,—2,...} folgt:

. klk”
P(z) = Im sy

VL: Mo, 2003.07.07 >-6-18 Satz

I'(s) ::/ t*"Le7tdt; Res >0
0

erfiillt
[(s+ 1) = s[(s).

Insbesondere ist
I'(n+1) =n!firn e Z;.

Es gilt auferdem I'(3) = /7.
Zuriick zu R G. Cantor: R ist iiberabzéhlbar.

3.6.19 Definition

Eine Zahl y € R heifit algebraisch, wenn es ein Polynom p € Z[x] gibt mit

p(y) = 0= 0a;y’, a; € Z.
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3.6.20 Definition

Sei 2l C R die Menge der algebraischen Zahlen, 7 := R\ 2 heifit die Menge der
transzendenten Zahlen.

Beispiele peN,y=,/p= 2 —p=0= /D ist algebraisch.

3.6.21 Satz (Cantor)
2 ist abzéhlbar.

Beweis: Es sei p € Z[z], dann definieren wir die Héhe von p durch h(p) =
gr p+ > 5.0 |aj| € N und setzen

Ay, = {y € A, es gibt p € Z[x] mit p(y) = 0 und h(p) < n}.

Dann ist #2, < Rg und A =, A, = 2 ist abzihlbar. O

neN

3.6.22 Folgerung

T ist iiberabzihlbar, insbesondere # {).

3.6.23 Satz (Ch. Hermite 1882, Beweis von David Hilbert
1897)

e ist transzendent.

Beweis Annahme: e ist algebraisch, d.h. es gibt eine nichttriviale Gleichung
der Form

() 0=ap+ae+-+ane” = «

mit a; € Z, oBdA ag € N.

Widerspruchsidee: Spalte auf a = a; + @ mit a3 € Nund |as| < 1= a =0 ist
unmoglich.

Betrachte fiir [ € N

Diskussion des Integrals:

I+1

I(l) = /0OO ! ((—1)"n! + G+ + x”) e "dx

:/ xl((_l)n(l+1)(n!)l+1_’_B'lx_’_.“_’_xn(l—i-l))e—wdl,
0

= +(n)!TH 4 (14 1)!
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mit v € Z oder I(1) = +(n!)"*1! mod (I + 1).
Multipliziere () mit I(I) und spalte auf

0=(ap +aie+---+ane™)I(l)
—na-ei ixl r—1)(z—-2)---(x—n Hl@_ml“
=3 o [ (@- -2 ) e

na-ei ooscl r—1(zx—-2)---(x—n H_16_’695
*;ztﬂ (@ D2 (@—m)  ed

=g + a1

Wir wollen zeigen, dass 77 < 1 und 9+ € N fiir ein grofes /.

falw) =x(x—1)--(x—n), gn(x) == (z = 1)+ (x —n)e™7,
Hn = SUDgc[o,n] |fﬂ(‘r)|’ Ap = SUPge(0,n] |g’ﬂ(x)|

=

/Oi 2! ((x Dz —-2)-(z— n))l+1€_xdm

</M@WMMM<WN
0

n
=loo| < laile’ip, A < Snpal, fiir ein 6, € N
1=1

|| [l 100
o SO 0
wahle [y so, dass |°Z—,2‘ <1firl>lg.

Weiterhin wird

ap = i:ajej /00 a! ((l” -1 (- ”))Hleimdm
i=0 J

und wir hatten gesehen, dass
aol(l) = +ag(n)* ! mod (I +1).

Betrachte fiir j > 1

/joo a! ((m —(x—-2)(z— n))lﬂe_(x_j)d:c (u:=2x—7j)

:/Ooo(u+j)l((u+j—1)'~'u-~~(U+j—n))l+le_"du

= / u g (u)e "du=0 mod (I+1)
0

d.h: G = Fao(n!)'™ mod (1+1)

Wir wollen zeigen, dass bei geeigneter Wahl von [ gilt:

ap(n)) 1 £0 mod (I+1) = 9 € Z\ {0}.

Wahle also [ hinreichend groff und so, dass aon!’l. Wire dann richtig, dass
I+ 1]ag(n!)*! dann auch I + 1|(aon!) I = 1+ 1|I. Wid. |
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Auch 7 ist transzendent!
7 erregt die Gemiiter:

Bibel: 7 =3
Archmedes: 7~ %
Platon: Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal moglich??
E. Galois: Quadratur des Kreises = 7 ist algebraisch
Ludolf von Keulen: 6 Dezimalstellen
heute: 2 Milliarden Dezimalstellen

ENIAC: 70 Stunden fiir 2035 Dezimalstellen

es gibt mnemonische Gedichte iiber 7

3.7 Approximative Integration

Wir brauchen praktisch niitzliche Verfahren zur Berechnung von Integralen.

Einfache Ideen

Sehnentrapezformel: (hat 2 Stiitzstellen)

(b—a)
2

b
[ Haria = 0- a0+ C52 (@) - £0) = (- 0y OTIE

/

a b

Tangententrapezformel: (hat 1 Stiitzstelle)

a+b)

/:f(x)d:vN -]
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mﬁe

a (a+b)/2 b

Problem Diese Formeln sind nicht einmal fiir einfache Polynome exakt!

Bessere Herangehensweise: Hohere Zahl an Stiitzstellen (z,) C [a,b] und
optimierte Gewichte, d.h. o, C Ry unabhéngig von f.

Ansatz: fab flx)dz =377 o f ()
Ziel: Polynome 3-ten Grades. 3 Stiitzstellen a, b, QT'H’ und 3 Gewichte 0 < «;

mit o1 + a9 + a3 = b — a.
Es ergibt sich a1 = a3 = b’T" und ag = %(b—a). Das ergibt die Simpson-Formel

oder Keplersche Fassregel:

b—a a+b

L[}@sz&qu (1@ +47(*57) + 1)

3.7.1 Satz

Es sei f € C3(R). Dann gibt es in £ € (0, ‘IT“’) so, dass

[ =5 =B (0 (54 (9(54-9)

Insbesondere ist f; f(x)dz — Si(f) =0, wenn f € R[z] mit gr (f) < 3.

Beweis: O.B.d.A. [a,b] = [—c,c], sonst transformiert man %2 auf 0 durch

eine lineare Substitution. Wir fithren ein

I@) = [*, f(@)d, Si(f)(@) =5 (=) +47(0) + [()).

Dann betrachten wir I(c) — Si(f)(c); dazu benutzen wir die Taylorformel mit
Integralrestglied der Ordnung 3.

I'@) = f(2) + f(~2)
J'@) — f(~a)
1'"(z) = (@) + 1" (=)
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0) = 3 (Fo) +470) + £@)) + 2 (£@) — £/(-)
0= 2 (1@ - 1) + 5 (£ + 1(-0)
Si(f)"(z) = (f"<>+f"< )+ 5 (£ @)~ £"(-))

1(0) = 0, I'(0) = 2f(0), I"(0) = 0, Si(£)(0) = 0, Si(f)'(0) = 2/(0), Si(f)"(0) =

0. Wende Taylor mit n = 3 an =

I(z) = Si(f)(x)
2 g 3

=3 2 (190) - si()© <>)+”;/1<1t>2(< (tx) = Si(f)P (t) ) dt

3 1

=53 ), 0= 0% t) (7O ) = SO (b))

-/ t(1—t)2(f<3>(m)—f<3>(—tx))dt

%(f(g)(&r) ~ [O(=02)) /1 t(1 —t)%dt

etc. a

f; f(x)dz ~ Si(f) = 252 (f(a) +Af (“E2) + f(b)) exakt fiir Polynome vom
Grad < 3.
Verbesserungen?

3.7.2 Definition

3i={zi}lg, a =20 < 21 < -+ < xy = b heifit eine Zerlegung des Intervalls
[a,b]. §(3) := maxi<ign (@i — 4—1) heiBt die Feinheit der Zerlegung 3. Die Zerle-
gung heiit dquidistant, falls (x; —x;—1) = (21 —x¢)V1 < i < n. Schlieflich ist die
Menge Zj, ) := {3,3 Zerlegung von [a, b]} halbgeordnet durch Mengeninklusion,
d.h. wir schreiben 3 < 3/ <= 3 C 3'; dann nennen wir 3’ eine Verfeinerung von

3.

Bemerkungen

1) 3 ist dquidistant <= (b—a) = xp — 20 = >y (@i —@i—1) = n- (1 — T0)
<~ x; =29+ Z;‘:l(‘rj — llfj_l) =29 + ZZFTG

2) Ist 3,3" € Zjay), so auch 3U 3" =: 3" und es gilt 3 < 3", 3’ < 3" Also ist
Z[4,p) ein gerichtetes System.

Anwendung iterierte Simpson-Regel
Wir wihlen eine dquidistante Zerlegung mit n+1 Teilpunkten, n € N und setzen

VL: Do, 2003-07-10
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:Zn:bG‘na {f (a—i—i;l(b—a))+4f(a+i_21n+i(b—a)> —l—f(a—i—?i(b—

>+f<a+2iba
2n

f <a+(2i2)b2na) +4f< (2271)b
b

b— g2l b—a
- aif\etig, ) F

G (fla) + £0)

.
Il
_

. 2, 7=0 (mod 2)
wobei a;; = ]
4, j=1 (mod 2)

Bilden wir Sig (1 +m2> [0,1], so erhalten wir eine Approximation fiir 7 mit einem
Fehler < 3-107°.

Andere Moglichkeit Wihle n dquidistante Stiitzstellen und berechne die
Gewichte a; > 0 so, dass eine exakte Formel fiir Polynome vom Grad < n
entsteht (Formel vom GauB-Typ).

Die Idee des Riemann-Integrals Gegeben: f : [a,b] — R beschrinkt und
eine Zerlegung 3 von [a, b]. Wir bilden

Sy(f) =Y (zi—wi1)- swp f(2)

=1 z€[@i—1,7i]

S, =) (wi—zia)-  inf f(x)

z€[Ti_1,T4]

3.7.3 Definition

Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heit iiber [a,b] Riemann-integrierbar,
falls S;(f) und S, (f) iiber Z|, 5 den selben Grenzwert haben. Dieser Grenzwert

heifit das Riemann-Integral von f. Schreibweise: ff f(x)dx

Diskussion

1) Ist 3 < ', 50 gilt 5,(F) > Sy () > Sy(1) > S,(6)
Also existiert inf; S;(f) > sup; S,(f). Das gilt fur alle beschrinkten Funk-

tionen!

Aber inf; S;(f) # sup; 9,(f) im allgemeinen, z.B.
1 _

Jay={b T€Q hat S,(/)[0,1] = 1 und S,(£)[0,1] = 0.
0, sonst

Insbesondere ist f = X[q,5n@ nicht Riemann-integrierbar.

)

> {f <a+i;1(b—a)>+4f(a+i_1n+§(b—a)>—|—f(a+7i(b—a))]
|

)
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2) Wir betrachten also die Situation, dass

(+) lim (S,(f) = S,(f)) =0

e

Das lésst sich einfacher formulieren mittels der Feinheit: (%) ist &quivalent
zu

(#*) Zu jedem e > 0 gibt es ein § = d(e) so, dass 0 < S;(f) — S,(f) < e
fiir alle 3 € Z mit §(3) < J.

3.7.4 Satz

Das Riemann-Integral hat ebenfalls die Eigenschaften
(1)  Linearitdt
Jlef+pg)=aff+B[g
(2)  Additivitit
IP f@)de = [ f(@)de + [ f(x)de
(3)  Monotonie
fz20=[f>0
(4)  Fundamentale Ungleichung
J2 f@)de| < 7 1f @) do < supycpo g 1£(2)] (0 a)

3.7.5 Satz

Jedes f € Rla,b] ist iiber [a,b] Riemann-integrierbar.

Beweis Es sei f gegeben und ein € > 0. Fiir eine approximierende Treppen-
funktion f, gilt dann

0<S,(f)=8,(H) < S(f—fa) =S,(F = fu)  +5;(fn) = S;(fn)

<2e wegen fund. Ungl., falls || f— fn|lco <&

Es geniigt also zu zeigen, dass jede Treppenfunktion Riemann-integrierbar ist.
Sei 3 gegeben mit §(3) < 3 min(z; — ;1) und (y;)} die Sprungstellen von f

= (zi—zi1)( sup — inf )(f)
i=1 (51,05 [Ti-1,2i]

- Z (w; —2-1)( sup — inf )(f)
yj€Elzio1,@i) [wi1,mi]  [Ti-1,m4]

6(3)—0
<k-6(3)-2[flle "= 0.

Frage Welche Funktionen ¢ R]a,b] sind Riemann-integrierbar?
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Beispiele

1) f(z) =cos (1), z € [-1,1]
f € Rla,b], weil f1(0) nicht existiert. Aber f € R[—1,—¢] U [g,1] Ve > 0,

d.h.
0 < g5(f) 7§3(f) :ga(f)[*L*é‘] U [631] 7§3(f)[71a 75] U [571] +Ta mit
r < 2| flloo-
0, z£Q,
2) fo)=q4 v€2 peZ geN, (pg) =1,
0, z=0.

Dies ist keine Regelfunktion, aber Riemann-integrierbar.



Kapitel 4

Differentialrechnung im R

4.1 Grundlagen

R"=RX:---xR> (x1,...,2m) =2
—_——
m mal
R™ ist ein metrischer Raum mit der Metrik d(z, y)? = > 1% (z; — yi)*
Weiter ist R™ ein m-dimensionaler VR iiber R, d.h. mit z, y ist Ax + py € R™
VA, n € R. Weiterhin gibt es Vektoren f1,..., f;, € R™ mit

1 i fieq ist linear unabhéngi
DR 818 <~ {fi}*, ist Basis
(2) {fi}, ist Erzeugendensystem

d.h. zu jedem x € R™ gibt es eindeutig bestimmte Zahlen f(z) mit x =
Yo [ () fi, wobel {ff : R™ — R}, Basis des Dualraums ist.

Standardbasis e¢; = (0,...,0, 1 0,...,0)
i-te Stelle
Allgemein heiflen die Zahlen f(z) die (linearen) Koordinaten von x beziiglich
der Basis { f;}. Jeder Basiswechsel bringt einen zugehorigen Koordinatenwechsel.
Es gibt keine “kanonische Basis”.

Multiplikation: Bilineare Abbildung: R™ x R™ £ R™?
nullteilerfrei: y(z,y) =0=z=0vVy=0
3 fiir m = 1,2,4,8, aber sonst nie. Schwieriges Problem

Metrik

m

2 _ 2 _ 2
d(z,y)” = [z =y = > (@i — i)
koordinatenfrei (geometrisch) i=1
koordinatenabh. (analytisch)

= (z —y,z — y) Skalarprodukt
= R™ ist ein vollstédndiger metrischer Raum und ein Hilbert-Raum (Norm
(Banach)+Skalarprodukt)

VL: Mo, 2003-07-14
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Lineare Abbildungen spielen eine besondere Rolle
A€ L(R™) = Hom R™
<~ A: R™ - R"™und A(Az + py) = Mz + pAy, \,p € R, z,y € R™

r=Y wmifi=Av =) wAfi=) majifj=)» (Z%’i%‘) i
5 ¥ i

J

mit Af; = Ej a;ji fj, A~ (aji)léj,iém
Lineare Abbildungen sind automatisch stetig, denn bzgl. der Standardbasis
gilt

2
|Az|? = Z <Z ajizm) < ZZa?i fo = Za3i|x\2 =: C(A)|z|?
j i FE i ij

4.1.1 Definition

Das Infimum der Zahlen C > 0 mit |Az| < Clz|, z € R™ A € L(R™) heifit die
Norm von A, |A|.

Bemerkungen

1) Es gilt immer |Az| < |A]|z]

)
2) Esist |A| = sup|y<; |[A7| = max), <1 [Az]. La. ist [A] < C(A).
3) Es gilt |AB| < |4||B|

L(R™) = Hom(R™) ~ R™" aber £(R™) ist eine R-Algebra unter der Ver-
kniipfung linearer Abbildungen ~ Matrixmultiplikation.

A € L(R™) ist invertierbar <= det A # 0

Ist A~ (Oéji) = det A= Zﬂ_esm(—l)sgnﬂ—alﬂ—(l) © O (m)

Ein Basiswechsel transformiert A, — TA.T~', T Matrix des Basiswechsels
= Multiplikationssatz det(T' A, T~!) = det T'det A, det T~ = det A., denn 1 =
det Igm = det TT~! = det T det T2

4.1.2 Definition

1) Zu A € L(R™) existiert ein eindeutig bestimmtes A* € L(R™) mit (Ax,y) =
(x, A*y), x,y € R™; A* heifit die zu A adjungierte Abbildung (Darstel-
lungssatz)

2) A heifit normal, falls der Kommutator [A, A*] := AA* — A* A verschwindet.

3) A heifit selbstadjungiert (sa.), falls A = A*.

4.1.3 Satz

Ist A selbstadjungiert, so gibt es eine orthonormale Basis ()2, (fi, fj) = 0ij,
von R™ mit Af; = \; f; fiir gewisse A; € R. Die f; heiflen Eigenvektoren von A
zum Eigenwert \;. Das System (f;, \;)™, heifit die Spektralzerlegung von A.
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Erinnerung: Aja.x = max \; ist gegeben durch max;—; < Az, x >
Fiir A sa. ist det A =], \;.
Interessant ist das Polynom

Xa(A) == det(A = Mgm) = > (=1)7X;¢;(A),
=0
das charakteristische Polynom. (trace=Spur)
Dabei gilt co(A) = det 4, ¢pn(A) =1,¢m-1(4) = oy = tr A = Spur von A

4.1.4 Definition

Die polynomialen Abbildungen ¢; : L(R™) — R heiflen die Chern-Formen
von A. Sie erfiillen die Identitdt c;(A) = ¢;(TAT') fiir jedes invertierbare
T e L(R™)

Bemerkung Ist A sa., soist tr A= \;.

4.1.5 Satz und Definition

Wir setzen GL(m,R) := {T € L(R™); detT # 0}. Dann ist GL(m,R) eine
Gruppe und offen in L(R™) ~ R™’.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass det : L(R™) — R stetig ist: das folgt aus
der expliziten Formel!

Bemerkung GL= General Linear (Group)

Isometrien sind Abbildungen @ : R™ — R™ mit d(®(x), P(y)) = d(z,y) Va,y €
R™.

4.1.6 Satz

Die Isometrien von R™ sind genau die Abbildungen der Form ®(z) = O(x) +
®(0) mit O € Iso(R™) N L(R) eine lineare Isometrie.

Beweis
“=” d(0(x),0(y))* = |0(x) = O(y)]> = 0(z — y)|* = |z — y|?
“=” O Isometrie, setze O(z) := ®(x) — ¢(0)
= [0(z) = O(y)P* = [®(z) — (y)* = [z — y|* = |O(z)| = |z|
<= [0(@)] +10W)* - 2(0(x), 0(y)) = |z|* + |y|* - 2(0(x), O(y))
=lal* + lyI* - 2z, y)

= (0(2), O(y)) = (z,y)
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Bilde dann
[O(\z + py) — (AO(x) + pO(y))?
= [0z + py)* + 22(0(x), O(y)) — 2(0(Ax + py), XO(z) + pO(y))
= Az + py? + N |z|* + 12yl + 22uiz, y) — 2M(Az + py, x) — 2u(dz + py, )
=202z + 202 [y[? + Al y) — 2022?22 |y|? — Al y) =0 O

(Lipschitz-)Stetigkeit ist klar fiir Abbildung f: R™ — R.
Wie steht mit Differenzierbarkeit?

1. Fall R™ > D(f) LR, 20 € D(f)
offen
f(zo 4+ h) = f(xo1r + h1,xo2 + ha, ..., Tom + hm) (Standardbasis)
Der Ausdruck +[f(zo + h) — f(z0)] ergibt keinen Sinn, weil wir keine null-
teilerfreie Multiplikation haben!

Der Physiker beschriankt sich auf %H(IO) mit h € R\ {0} und ¢; €
Standardbasis

4.1.7 Definition

f heillt in xg partiell differenzierbar nach x;, wenn der Grenzwert

Jim (o + her) = £(20) =5 5 (10) = fo ()

existiert.

Beispiele
1) e=l2 g(|z|?) mit g diffb.
2) fEeR[z1, ..., Tm)
sind in jedem Punkt nach jedem z; part. diffb.

Der Mathematiker
Erinnerung: m=n =1, zg € R, dann ist f differenzierbar in z( <=

f(xo +h) = f(xo) + hf'(xo) +o(h)
—_———

guo (h) linear in h
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(g, beste lineare Approximation)

Versuch
f(xo +h) = f(xo0) + Df(xo)[h] + r¢(x0, h),

wobei 7f(z0, h) < e]h| fiir e > 0 und |h| < h(e) <= limy, o WETW -0

4.1.8 Definition
f heit diffb. in ¢, wenn es eine lineare Abbildung D f(zg) € L(R™) gibt mit

f(xo +h) = f(xo) + Df(x0)[h] + ¢ (z0, h)
Ubung Wenn f in zq diffb. ist, so ist D f(xo) eindeutig bestimmt.
Differentialrechnung im R™ = Vektoranalysis (f : R™ — R™)

Begriff der Differenzierbarkeit
physikalisch (koordinatenabhiingig):
x = (x1,...,%m,) zum Beispiel z; = (z,¢;)(= ef(x))
fR*"DOU—R™
g—i(xo) i=limy_o 1 (f(zo — te;) — f(x0)), falls das existiert, und heifit i-te par-
tielle Ableitung.
mathematisch (koordinatenfrei):
f:U = Rist in xg € U differenzierbar, wenn es Df(zg) € L(R™,R) = R™*
mit
(+) f(zo+h) = f(zo) + D f(zo)[h] + o(h)
fiir xzo + h € U gibt.

4.1.9 Hilfssatz

f:R™ DU — R sei in xg € U differenzierbar.
1) Df(zo) ist durch (*) eindeutig bestimmt.
2) fist in z stetig.

3) f ist in zg in alle Richtungen partiell differenzierbar, und es gilt
2L (20) = Df (wo)(e:)-

Beweis

1) Es seien T1,T5 € L(R™,R), die beide (%) erfiillen. Dann folgt
(Ti — T2)(h) = o1(h) + o (h)
also Ve > 03h. > 0: Bj_(z9) C U und |o1(h) + 02(h)| < e|h] fiir |h| < he
= |(T1 — Ts)(h)| < g|h] fiir 0 < |h| < he
= ‘(Tl —Tg)%| <e
= SUPjcgm—1 ‘(Tl — TQ)($)| = |(T1 — T2>| <e Ve>0
2) Sei 1 > ¢ >0 und |h| < he. Dann ist

[ (2o + h) = f(xo)| < [Df(x0)| - [h] +e[n]
< (|Df(xo)| + 1) = (IDf(x0)] + 1)y — xo], also ist f in xo Lip-stetig.

VL: Do, 2003-07-17
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3)  limyo ¢ (f(zo + tei) — f(x0))
= limy—o 1 (D f(wo)[te;] + o(te;)) = D f(xo)[e;] + lime—o Fo(te;)
Fiir € > 0 und ¢t = |te;| < he gilt
B (tev)| <iet=¢c=

lim; o +o(te;) = 0 = Df(wo)[ei] = FL(wo)- 0
Beispiel f:R? 3 ( ) 0, wenn z = 0,
: = P
eispie T = (21,22 21:;2, 220,

Dann ist —f(()) = limy_0 1 £(0 + te;) = limy_o tf(tel) =0

Aber f ist nicht stetig im Nullpunkt: fiir = (cos6,sin6) ist

lim; o f(tz) = lim;—q % = §sm 20 #+ 0 fiir 20 # kr. Also kann f
in 0 nicht differenzierbar sein!

Annahme Alle partiellen Ableitungen von f existieren in xy € U. Betrachte

f(xo+h) — f(xo) m=? f(xo1 + h1,zo2 + ha) — f(zo1, o2)
= f(xo1 + h1,zo2 + he) — f(zo1, 202 + ha) + f(2o1, Zo2 + h2) — f(2o1, Zo2)

1. erweiterte Voraussetzung Alle partiellen Ableitungen existieren in einer
Umgebung |h| < kg von xo.
= f(zo +h) — fzo) = hl%(ﬂﬁm + 91h1,$02 + h2) + hQ%(l'Ol’xOQ + 02h2)

0 0
= h1876j‘p1(9€01,$02) + ha O%J;

=D f(zo)[h] falls f differenzierbar
hey (%((1101, T2 + O2h2) — (%2(550173002))

2. erweiterte Voraussetzung Alle partiellen Ableitungen sind stetig in zg.
= f(wo +h) = f(w0) = 5= (w0) + ha k(o) + o(h).
Also gilt

4.1.10 Satz

Essei f: R™ D U — R in einer Umgebung von z( in alle Richtungen partiell
differenzierbar und alle partiellen Ableitungen seien stetig in zg. Dann ist f
differenzierbar in zo. Insbesondere gilt dann % f(xzo +th) = Y.1" | h; gz (z9) =
D f(zo)[h].

4.1.11 Definition
In diesem Fall heifit Df(zg) € R™ ~ R™* der Gradient von f.

Bemerkung Ist z ein lokales Maximum oder Minimum von f, so gilt D f(x¢) =
0.

Bemerkung Wenn in U alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind,
so ist f differenzierbar in U.

(360175502) +hy ( -(2o1 + 01h1, T2 + ho) — df ($017$02))+
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4.1.12 Definition

f:R™\ {0} — R heifit homogen vom Grad o € R, wenn gilt f(tx) = t*f(x),
z e R™\ {0}, t>0.

Beispiel Homogene Polynome, z.B. f(x) := 23 + 232y + 2123 + 3
Untersuche fiir ¢ ~ 1

fx)=flea+(t—-1z)=t*f(x) =1+t—-1D)*f(z) mit t =1+ s
flx+sz) = (1+5)*f(x)

Also folgt fiir f differenzierbar in R™ \ {0}

a(l+s)* " f(x)| _, = (grad f(2),2) = af(@).
4.1.13 Satz (Eulers Homogenititsregel)

Ist f in R™\{0} diffbar und homogen vom Grad «, so gilt af (x)

= (grad f(z),z),
z € R™\ {0}. Ist a # 0, so liegen alle Max und Min von f in f~(

0).
4.1.14 Definition (Jacobi-Matrix)
Die Matrix von D f(xg) bez. der Standardbasen heifit die Jacobi-Matriz von f

im Punkt xg,
((Df(xo)led],e5)) 1<i<m,1<j<n
Beispiel

1) m=n=1-sKap. 3!
Ubung Uberpriifen Sie das Verhéltnis von (1) und (2)

2) m =1, n bel.
RO I=(a,b) >t (c1(t),...,cn(t)) €R™
4.1.15 Definition (Weg)
Eine stetige Abbildung
c:RD>I=]ab3t—c(t) €X, X metr. Raum

heifit Weg in X. c(a) heiit der Anfangspunkt, c¢(b) heiit der Endpunkt von ¢, ¢
dann auch Weg von c¢(a) nach ¢(b).
¢ heiBt geschlossen, wenn c(a) = ¢(b); ¢ heiit normiert, wenn a = 0 und b = 1.

4.1.16 Definition

Auf X koénnen wir eine Relation ~ definieren durch x ~ y <= es gibt einen
stetigen Weg von x nach y in X.

4.1.17 Hilfsatz & Definition

~ (siehe oben) ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heifien die
Wegzusammenhangskomponenten von X. X heifit wegzusammenhdngend, wenn
es nur eine Aquivalenzklasse gibt.

VL: Mo, 2003-10-20
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Beispiele
1) R™ ist wegzusammenhéngend.
2) R™\ {0} ist wegzusammenhingend <= m > 1.

3) O(m) hat zwei Wegzusammenhangskomponenten!

Es sei ¢ : (a,b) — R™ differenzierbar <= jede Komponente ¢; ist in (a,b)
differenzierbar und D f(t) = (¢} (t),...,c,(t)) =: ()
z.B. ¢(t) = (acost,bsint) € R? Ellipse: ¢/(t) = (—asint, bcost)

4.1.18 Definition (differenzierbare Wege)

Ist ¢ : (a,b) — R™ differenzierbar, so heifit ¢ ein differenzierbarer Weg mit
Tangentialvektor ¢/ ().

Tangentialvektor

Annahme: ¢ ist in einer Umgebung (a, b) von [0,1] differenzierbar = Dc(t)[e] =
¢ (t) =Tangentialvektor.
Berithmter deutscher Rennfahrer:

c(t)

im|c/(t)|* = kinetische Energie, ¢/(t) = Geschwindigkeit

4.1.19 Definition

Ein differenzierbarer Weg ¢ heifit mit Bogenlinge parametrisiert, falls gilt:

(1)) = 1.

Weitere Beispiele (s.o.)

(3) m=2n=1/f: RZDU — R, g(f) = {(x,y,f(x,y)); (a:,y) S U} ist
eine Fliche im R3
f(x,y) = 22 + y* =: 2 ergibt zum Beispiel einen Paraboloid.
flz,y) = £4/1 — 22 — y? ergibt eine Kugel. Wo ist diese Funktion diffe-
renzierbar?

(4) m bel,, n =1 skalare Funktionen, z.B. Potentiale
Hyperebene in R™*! ~ G(f), f: R™ D U — R in U differenzierbar.
In diesem Fall wird

B m (97]0
N 8:10,

i=1

Df(x)[h] (@)hi = (Vf(z), h)rm
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Nabla=V: V f(z) = Gradient von f = (% af ) (x)
Am Gradienten kénnen wir lokale Extrema erkennen. Sle ‘erfiillen V flz) =
0.
Vektorfeld X (im R3): R® 5 2 — f(z) € R?
allgemeiner:
(5) m=n
f:R™ > R™

Rechenregeln fiir die Ableitung
Die Abbildungen F': R™ D U — R" bilden einen Vektorraum via
(a1 f1 +azfo)(z) = a1 fi(x) + azfa(w) € R
Wenn f; differenzierbar ist in zq, so gilt
(a1 f1 + asfo)(wo + h) = ag fi(ze + h) + asfo(xo + h) € R”

= a1[fi(wo) + D fi(zo)[h] + 0o, 1, (R)] + a2l fa(w0) + D fa(z0)[h] + 0x, 1, (R)]
= (a1f1 + aafa)(wo) + (1D fi(wo) + azD fa(xo)) [A] + (0zg, £, (h) + 04,1, ()

|O$0,f1 (h) + 0z, fa (h)| = |0m0,a1f1+a2f2 (h)| < 5|h‘+€|h| fiir |h‘ < min (5$0,f1 (5)76mo,f2 (5))

4.1.20 Hilfssatz
Sind fy, fo in x¢ differenzierbar, f; : R™ D U — R”™ so auch a1 f1 + as fo mit
D(Oqf1 + Oégfg)(xo) = Olefl(xo) + OngfQ(xo) in L(Rm,Rn)

Wie steht es mit der Kettenregel?

Sei f differenzierbar in xg, und ¢ differenzierbar in f(z¢). Ist dann g o f diffe-
renzierbar in x¢?

go f(zo+h)—go f(zo) = g(f(zo+h))—g(f(zo))
= 9(f(zo) + Df(wo)l[h] +rs(x0,h) ) —g(f(z0))
=k=k(z0,h, f)ER |k|<caq,5|h]
= 9(f(z0)) + Dg(f(z0))[k] + ro(f(x0), k) — g(f(z0))
= Dyg(f(z0)) [Df(xo)[h]] + Dg(f (w0))[rs(wo, h)] + rg(f(x0), k)

Dabei gilt,
|Dg(f(zo))lrs(zo, )]l < g pmlrs(wo, )| < eC|h| fiir [h] < bf.u,(€)
und

|7"g(f(330)>k)‘ < elk| < ch’wo|h| fiir Cf,wo‘h| < 5g,f,mo(5) fiir [k| < 5g,f’wo(5)

d.h. go f(xg+h) =:go f(xo) + Dg(f(z0)) o Df(wo)[h] + rgof (w0, h)
mit
7905 (20, h)| < €Cy f,2 M| +ECt 20 |h] Ve > 0und || < mm{5f 20(€); Ct 2,04, 1,20 (5)}

d.h. rgof(xo, h) = o(h)
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4.1.21 Hilfsatz (Kettenregel)

Unter den obigen Vorausetzungen ist g o f differenzierbar mit

D(g o f)(wo) = Dg(f(x0)) o Df (o)

d.h. D vertauscht mit o.

Was fiir Produkte konnen wir bilden?

zB:Fir ¢ :R™ DU — R, f:R™ DU — R"™ erhalten wir ¢f : U — R".
Fiir f1, fo : R™ D U — R™ erhalten wir {f, fo) : U — R.

Hier liegt jedesmal eine Bilinearform B vor, so dass das Produkt gegeben
ist durch

Bi(o, f)(z) = ¢(x) - f(x) dh. By :RxR®" = R", (\,z) — A~z

bzw. Ba(f1, f2)(z) = (fi(z), fo(x)) d.h. By : R" x R" = R, (z,y) — (z,y)

Bilineare Abbildung: Gegeben seien K-Vektorrdume Vi, V5, W; dann heifit
eine Abbildung B : Vj x V5 — W bilinear, falls B(-,v2) und B(vy,-) € L(V;, W)
bzw. L(Va, W) fiir alle v; € V.

Entsprechend definiert man eine multilineare Abbildung B : V3 x --- x V}, —
W, Schreibweise: B(vy,...,v;) € W
4.1.22 Definition

Eine multilineare Abbildung B : V¥ — W heifit

symmetrisch : <= B(vi,...,v) = B(vr(1), .., Vnr)) Yv;s € V und 7 € Sy.
(z.B. ist By symmetrisch)

alternierend : <= B(vr(1),..,Urk)) = sgnTB(v1, ..., Vk)
(z.B. det(vy,...,v,) in V"™ ist alternierend)

R™ 5 U XL gy gme B g
Bo (f1 x f2)(z) = B(fi(x), f2(z))

Es seien jetzt f1, fo in xg € U differenzierbar. Dann gilt:

B(fi(xo + h), fa(wo + h)) — B(f1(z0), f2(w0))
= B(fi(z0) + Dfi(xo)[h] + o(h), f2(z0) + D f2(z0)[h] + o(h)) — B(f1(x0), f2(x0))
= B(f1(z0), D f2(wo)[h]) + B(D f1(zo)[R], f2(z0)) + o(h)

4.1.23 Hilfssatz (Leibnizregel)

Unter den obigen Voraussetzungen ist B o (f1 X f2) in xg differenzierbar mit

DB o (f1 % f2)(xo)[h] = B(D fi(x0)[h], f2(x0)) + B(f1(x0), D f2(x0)[h])
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Zusammenfassung Differentiationsregeln

1) Linearitit f — Df (4.1.20)

VL: Mo, 2003-10-27

2) Leibniz-Regel: Ableitung von Bilinearformen in differenzierbaren Funktio-
nen. DB(f1, f2) (4.1.23)

3) Kettenregel D(f o g)(z) = Df(g(x)) o Dg(z) (4.1.21)

Anwendungen

Sei x ab hier immer: R™ D f(f] L R™ differenzierbar
olren

1) Konstante Abbildung F: = — f(z) = y € R, y unabbhingig von x
Dann gilt

fo+h) = flao) = f(@) + 0[] +0 = Df(x) =0
2) feL(@®R™ R, U=Rm
fle+h) = f@)+ f(h) = Df(x)=f

3) R™ > ﬂCU L, re differenzierbar, n = 1, c¢: [a,b] — R™ differenzierbarer

Weg: [a,] SR™ LR = d(foc)(t) = (grad f(e(t), (1))
Wir nehmen jetzt an, dass ¢ eine Héhenlinie von f ist, das heifit foc(t)

const, d.h. (grad f(c(t)), ' (¢)) = 0und f(c(b))—f(c(a)) = f; (grad f(c(t)),c (t)) dt.

4) Wir betrachten jetzt Vektorfelder und ihre Richtungsableitung, d.h. Rich-
tungsableitung von f in Richtung X ist

Vx f(z) := Df(x)[X]
Dann gelten folgende Regeln:

Vorbemerkung f mit x, ¢ mit x und n =1 <= ¢ skalar, dann erfiillt
of(x) = ¢(x) f(x) auch R™ O U 21, R™ mit n wie n von f. Dann gilt

offen
nach der Leibnizregel:

D(¢- f)(@)[h] = Do(x)[h] - f(z) + ¢(x) - Df(x)[h]
(i) Fir ¢; skalar, X; € R™, j = 1,2 ist
V(@) X142 ()% f () = 01(2) Vi, (@) + d2(2) VX, f(2)
(ii) ¢ skalar, X € R™
= Vx¢f(z) = ¢(x)Vx f(x) + Do(x)[X]f(x)
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Bemerkung

(¢) und (4¢) charakterisieren einen Zusammenhanyg, die allgemeinste Form
der Differentiation.
Die Einschréankung auf Vektorfelder ist nicht notig.

Erinnerung: Mittelwertsatz (MWS): Unter den {iiblichen Voraussetzungen
gilt
f(b) = fla) = (b—a)f'(c)

fiir ein ¢ € (a,b), d.h. zwischen a und b.

4.1.24 Satz (Mittelwertsatz)

fmitR™ > U L, R” sei differenzierbar in U. Dann gilt fiir x,y € U so, dass

offen

die Verbindungsstrecke {cyy(t) := x4+ t(y — ) | t € [0,1]} in U enthalten ist:

lf(y) = f(@)| <y — 2| sup |Df(z+t(y —2))|
te(0,1)

Beweis

Nach Voraussetzung ist [0,1] 3 t — f o ¢(t) stetig und in (0,1) differenzierbar.
Also gilt:

Lf(y) = f(@)] = [f(e(1)) — f(c(0))]
Ld
/Odtfoc(t)dt'

/ DGty - )y - x}dt\

N

1
ly— 2l / Df(x+ ty — ))|dt

ly — | sup [Df(z+t(y —z))|
te[0,1]

N

Um die verschiirfte Behauptung zu beweisen, muss man 3.5.12 (Verallg. MWS)
auf diesen Fall iibertragen. (!) O
4.1.25 Folgerung

1) Ist f mit R™ D f(f] L, R" differenzierbar in U und Df(x)=0Vz e U,
orren
so ist f in jeder Wegzusammenhangskomponenten von U konstant.

2) Es sei f wie in (1) (nicht konstant!). Dann gilt fir zg,z,y € U mit
cay([0,1]) C U:

[f(y) = f(z) = Df(@o)ly — 2] < |y — = Sup, [Df(x+t(y —x)) = Df(zo)l-
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Beweis

1) Alle Wegzusammenhangskomponenten einer offenen Menge sind offen, also
0.B.d.A. U wegzusammenhingend. Zu x,y € U gibt es also einen differen-
zierbaren Weg (!) von x nach y, ¢: [0,1] — U also

d

1 1
)~ (@) = Fle(1)~F(e(0)) = / < foclt)dt = / D (e(t) [/ ())dt = 0

Bemerkung: Es geniigt, dass c stiickweise differenzierbar ist (!).
2) Wir wenden den Mittelwertsatz 4.1.24 an auf die Funktion
fx+h) = f(z) = Df(xo)[h] =: g(h)
Dann ist
gly—=z) = fly) = f(x) = Df(xo)ly — ]
9(0) = 0
also nach Mittelwertsatz

[f(y) — f(x) = Df(wo)ly — 2]|

l9(y — x) — g(0)]
ly — | JSup |Dg(t(y — x))|

ly — | sup |[Df(z+t(y —x)) — Df(xo)
o<t<1

N

d

4.1.26 Satz

Es sei (fx)ren eine Folge von in U (U wegzusammenhéngend) differenzierbaren
Funktionen mit den Eigenschaften

(i) Es gibt ein g € U so, dass (fi(x0))ren konvergiert.

(ii) Die Folge (D fi(x))ken C L(R™,R™) = R™™ ist in U gleichm#Big konver-
gent.
Ist dann G(z) € L(R™,R"),z € U, der Grenzwert von (D fi(x)), so gilt:
(fr) konvergiert gleichmifig in U gegen ein f mit R™ > U £, R™, und f ist

offen
differenzierbar in U mit Df(x) = G(z).
Beweis
Im wesentlichen wie frither.  (3.2.18) O

4.1.27 Satz (Umkehrbarkeit der Ableitung)

Es sei f in 29 € U differenzierbar und in U bijektiv. Dann ist f=1: f(U) — U
in f(xzo) differenzierbar genau dann, wenn gilt:

(1) f=1ist stetig in f(zo);

(2) Df(xp) ist invertierbar (= n = m)
In diesem Fall ist Df~1(f(x0)) = Df(zo)*
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Beweis

Wie frither (!) in 3.2.9. Beachte, dass D(f~! o f)(z) = I wegen Linearitit,
=Df71(f(z)) o Df(x) = I wegen Kettenregel. O

4.1.28 Satz (iiber inverse Funktionen)

Essei f: R D> U LR inU stetig differenzierbar (leicht zu iiberpriifen).

offen
Ferner gebe es einen Punkt 29 € U mit D f(xg) invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen Uy, Vi (s,) S0, dass f : Uy, — V(4 bijektiv
und [ Vi) — Uy, stetig differenzierbar ist.

Beweis: benutzt den Banachschen Fixpunktsatz.
Wir bestimmen ein € > 0 so, dass

1
IDf(@)~ DI < 5 Vay € Balao)
ex. wegen Df : U 5>z — Df(z) € LR™,R™) = R™

Dann betrachten wir die Abbildung

Oy (z) =y — flx)+2 auf X := B.(x0)

[@y(2) =2 = [f(z) =y()]

Wir wihlen y € Be (0).
Zu zeigen:

1) ®,: B.(zo) — Be:(20);

2) @, ist eine Kontraktion.

Vorbereitung: 0.B.d.A. nehmen wir an, dass g = 0 = f(z¢)
und Df(zg) =1.
Um das zu erreichen, betrachten wir

F(@) = Df(@0) ™ 1—szgy 0 f oy (@) (1) (it 4(x) = 2 +a)

Zeige nun (1) und (2)

1)yl <5 lzl<e

©,@) = ly—f@)+al <lyl+|f@) -l
< S +1f@) = £(0) = DFO)al]
< S+lal sup [Df(t) = DFO)| < S+ 5 =<
0<t<1
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2) Fiir 21,22 € B.(0) und |y| < § ist

|Py(z1) — Dy (22)] |f(z1) = f(22) — Df(0)[z1 — 2]

< |z —x2] sup |Df(xy +t(ze — 1)) — Df(0)]
o<t<1 _
€B.(0)
1
< §|xl — 29|, d.h. ¢, ist eine Kontraktion

Also folgt aus dem Fixpunktsatz (2.2.3): Zu jedem y € B<(0) gibt es genau

ein x € B.(0) so, dass f(z) =y, d.h.

f+ f7H(B5(0)) N B=(0) — B5(0)

Uo VO

ist bijektiv.
Es bleibt zu zeigen, dass f~! in Vj stetig differenzierbar ist. Wenn wir zeigen,
dass f~! stetig ist in Bz (0), dann ist fiir z € Uy C B:(0):

Df(z) = Df(0)+ Df(z) = Df(0) = (I + Df(z) — Df(0))
=:—R

und deshalb

Df(z) ™ '=I—-R)'= Z R’ ist konvergent in £(R™)
>0
. 2 , .
R’ eR™, |R'|<|RP |R|z@m) < |Rlgme

d.h.: Df(x) ist invertierbar.
Mit der Stetigkeit folgt, dass f~! in V; differenzierbar ist mit

(DFH)(f(2)) = Df ()~

und das ist stetig.
Also ist der Satz bewiesen, wenn wir zeigen: f~! ist stetig in B¢ (0).
Seien also y1,y2 € Bz (0). Dann ist

f~'(y) = Fixpunkt von ®, = lim (®,)"(0).

n—oo

Tatséchlich gilt:

— 22—n|y| <e- 2—71-&-17

17 y) — (@,)"(0)] < (1> ~12,(0)]

1
2

d.h. die Konvergenz ist gleichméfig. Also kénnen wir abschétzen:
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£ - @) O] < 20+ [0, (0) - @3, (0)] fiix Vi > 0,3 n(n)
<2+ |8y, (257(0)) — Dy (@57(0)]
[0, (0571(0)) = @y, (@7 (0))]
< 2kl -l [2570) — #0)

induktiv 2 4
< 20+ 2|y1 — yo| < 4ly1 — y2| , wenn wir = |y1 — ya| wihlen.

1 1 1
< 277+|y1—y2|(1+++...+2nl)

d

4.1.29 Hilfssatz

Es sei A € L(R™) mit
|A| := sup |Az| < 1.
lz[<1

Dann ist I — A invertierbar mit

(I—A)~"=>" A7 (Ubung!)

Jjz1

Achtung! Diese Norm ist nicht die Norm in R"!

Kommentar Es sei V ein m-dimensionaler R-Vektorraum. Nach Wahl einer
Basis ist V' isomorph zu R™, doch der Isomorphismus ist abhéngig von der Wahl.
Wir kénnen aber iiber Differenzierbarkeit einer Abbildung f : V' — W sprechen,
ohne Basen einzufiihren.

fin xz € V differenzierbar <= 3IDf(x) € L(V,W) mit

f(z+h) = f(z)+Df(x)[h]+r¢(z, h) basisunabhéngig mit |r¢(z, h)| < e|h] fiir |h] < 0(e)

Also ist die Definition iibertragbar auf vollstindige normierte Riume = Ba-
nachrdume D Hilbertrdume.

RZ=RxR V =V x Lw = es gibt partielle (totale!) Ableitungen
le, Dgf € AC(‘/“W),Z =1,2.

Dann gilt wie in 4.1.10:

Satz

Fir f mit V = Vi x Va & W gilt:

Existieren D; f und D f in einer Umgebung von zy € V7 x V5 und sind in xg
stetig, so ist f differenzierbar in x.

Die Invertierbarkeit von f ist gleichbedeutend mit der eindeutigen Losbarkeit
von f(x) =y.

Fiir lineare Gleichungen (A € L(V,W)) gilt das nicht immer!

Ax = y ist losbar
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V=kerAdaV, W=RA)W
Sei A surjektiv <= Die Gleichung ist immer lésbar und A’ := A|V' : V' — W
ist invertierbar.

Bemerkung

A" = Dy A (1) ist Erweiterung auf differenzierbare Funktion.
V=WVxV L W sei differenzierbar und es gebe v = (zg,yo) mit | f(v) =0

und ’ D, f(v) ist invertierbar. ‘

= [710) = {(z. g(2)):a € B(x0)}

d.h. | f(z,y) = 0| ist auflésbar nach y in einer Umgebung von (zo, yo).

Bemerkungen

(1) f in U stetig differenzierbar <= alle Funktionen Z—Q existieren in U und
sind dort stetig.

(2) Sind X,Y metrische Ridume und ist f : X — Y bijektiv und stetig, und
f~' Y — X ebenfalls stetig, so heiBt f ein Homdomorphismus von X
nach Y.

4.1.30 Satz (iiber implizite Funktionen)

Es sei Uy € R™, Uy C R™2 offen, f : Uy x Uy — R™2 stetig differenzierbar,
f(xo,y0) = 0 fiir ein (zo,y0) € U1 X Uz und Dy f (g, yo) invertierbar.
Dann gibt es offene Mengen xg € Uj C Uy, yo € Uy C Uz und eine stetig

differenzierbare Funktion ¢ : U{ — Uj mit der Eigenschaft

(z,y) € Ul x Uy mit f(z,y) =0 <= y=g(x)

oder

fH0)NU] x Uy =G(g) <« [ Graph von g]

In diesem Fall ist

Dg(x) = =Dy f(z,g(x))~" o D1 f(z,g(x))

Erliuterung

(1) Dsf(xo,yo) invertierbar.

VL: Mo, 2003-11-03
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m

N =

>

(%o ¥o) U R™ 0

(2) f(z,y) =2°+y° = Bazy = fo(y); a>0
f(z,y) = 0 beschreibt das kartesische Blatt
foly) = y* + 0y® —(3az)y + 1a°,
Jé; 2l

=«

Uber Losungsformel erhilt man

3p=-3axr =p®=(—az)?
6
2 L 3
= — 2 =
q 4 q=x
= Diskriminante:
6 3
D= %—a?’x?’: %( 3 4a®)

Wo gilt (1) f(x,y) =0, (2)%(30,3;) =07

P4y —3ary =0 = 2*-2°=0
3y? — 3ax =0 = 3y® —3axy =0

y = +vax, x>0, keine Losung fiir z < 0
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xr =y = 0 Losung;:
23 + (£vaz)?® — 3(az + Vaz) = 2° + (az)? F 3(ax)? =0
=3 F 2(az)% =0
2% =403, ) =4, z= V4a
Aber keine explizite Formel.

(3) Beispiel:

2 >0

=
fr(y) =2 +y° —r? (= y=£Vr2 —a?)

ofr
Jy

(x,y) =2y=0 <= z==r

. , —sint
x(t) =rcost, y(t)=rsint =c{)=r
cost

Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen

(mittels Satz {iber inverse Funktionen 4.1.28)

Betrachte: f: R™ x R™2 5 Uy x Uy 3 (,y) — (z, f(z,y)) € R™ x R™2

Behauptung: f ist in Uy x U stetig differenzierbar und D f(xo, yo) ist invertier-

bar:
81?1 V. 8JE1 8:61 - 8JE1
Oz, OTomy Oy1 OYmo 1
8gm1 . gl'nll 86-Lm1 . gl'nll O
3 ~ 1 T Y1 Ym —
Df(zo,y0) = Yoan op (0, 90) =
By T Oym,
* : :
3f7n2 . afmz
oy1 8ym2

also det D f(zo, yo) = det Dy f (20, o) # 0.

Do f(z0,y0)

Also gibt es eine offene Umgebung U; x Uj (0.B.d.A.l) von (zg,yo) so, dass
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fIU} x U} invertierbar mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion ist. Ist dann
(x,y) € U x Us mit f(z,y) =0, so gilt

(l‘,y) = fﬁlof(xvy) :fil(xvf(x’y))
= f_l(x,O)
dh.y = pso f_l(x,())7 po t R™ x R™ — R™2

= g(x) (p2 Projektion )
Um die Ableitung zu berechnen, benutzen wir die Kettenregel mit:
i:R™ 32— (2,0) € R™ x R™2
g=profloi:R™ —R™ (py,isind linear. )

also
Dg = DpyoDf 'oDi= Dg(x) =pso (Df) *(x,0) oder

Kettenregel
=

fx,9(x)) =0 0= Dfi(xz,9(x)) + D2f (x,9(x)) o Dg(x)

4.1.31 Hilfssatz

f mit R™ D fTFJ LR st genau dann differenzierbar in z(, wenn alle Koor-
olrten

dinatenfunktionen f;(x) = (f(z),e;) = €j(f()) in xo differenzierbar sind.

Beweis

m

fl@) =Y (f(x),e;) e = . fi(@)e;

j=1
(1) f differenzierbar = f; differenzierbar.
(2) f; differenzierbar = fje; differenzierbar nach Leibniz

= f differenzierbar nach Linearitét. O

Zuriick zu Descartes!

Andere die Koordinaten vermoge

u = T4y v — r—y
2 2
11
Ubergangsmatrix ist ? 21 , det = —=
2 2

S U+tVv=T U—vV=Y

=0 = (ut+v)>*+(u—2v)-3a(u?—v?)
= u® 4 3u%v + 3u? + v + @® — 3d%v + 3av?® — ?
=0 = 2u®+ 6uw?—3au?® + 3av?

v*(6u + 3a) + u?(2u — 3a)
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-2
= ¢? ZU2§Z+6Z wenn 3a + 6u # 0
0 < 3a+ 6u 3
16sbar fiir = —s<u<F
0<3a—2u
d.h. die Kurve wird ein Graph
a 3a
iber (=2 2%
(u,va(u)) iber (=5, 5)

4.2 Hohere Ableitungen und die Taylorformel

Sei f mit R™ > U LR iU stetig differenzierbar

offen
=U>sx— Df(x) € LR™R") X R™" stetig.
Es konnte sein, dass D f in ¢ noch einmal differenzierbar ist, mit Ableitung

D(Df)(xo) € LR™, L(R™,R™))

In Termen der partiellen Ableitungen heifit das, dass (%(m)) in zg differen-

zierbar ist. D.h., dass (af%(xo)) 1<j<n existiert.
s 1<i k<m
4.2.1 Definition

fmit R™ D fo L, R" sei in U differenzierbar. f heilt zweimal differenzierbar,
olren

wenn D f in xq differenzierbar ist.

4.2.2 Hilfssatz

f ist in ¢ € U zweimal differenzierbar genau dann, wenn U 3 z — D f(x)[h] €
R™ differenzierbar ist in x¢ fiir jedes h € R™.

Beweis
Df in x( differenzierbar

L2 Alle Komponentenfunktionen <D f (x)[egm)L e§")> sind in xg differenzier-

bar.
= Y h <Df(m)[e§m)], e§n)> ist differenzierbar Vj, h € R™
<= Df(z)[h] differenzierbar in zy Vh € R™ O

4.2.3 Definition

Wenn f in xg zweimal differenzierbar ist, so schreiben wir

D?f(wo)[h, k] := D(Df(-)[A]) (o) [k].



VL: Mi, 2003-11-05

226 Differentialrechnung im R™

Bemerkung
D2 f(xg) : R™ x R™ — R" ist eine Bilinearform, genauer ist

Df(wo)lhk] = > (D2 (wo)lh.K],el ) ™

=1

~( v %% (n)
Z Z m(ﬂ?o)hllklz €;

j=1 \l1,lo=1

Problem: Ist die Reihenfolge der partiellen Ableitungen beliebig?
fR"D>U—=R" Df:U>x~— Df(z) € LIR™,R") differenzierbar in

U

0.B.d.A.: Beschrankung auf n =1

Bemerkung f zweimal differenzierbar in xg € U <= Df differenzierbar in
290 €U < U >z Df(x)[h] € R differenzierbar in xg

Erinnerung Df(z)[h] = Vi f(x) = Richtungsableitung von f in Richtung h
inx
Ve, f(x) = i-te partielle Ableitung von f in

Also Ist f zweimal differenzierbar in xg, dann existiert die Richtungsableitung
Vif in U Vh € R™, und es existieren Vi (Vyf)(zo) Yk, h € R™ insbesondere
auch Vh(ka)(xo)

4.2.4 Satz (H.A. Schwarz/Dieudonné)

R™ =R™ xR™ DUy x U 5 (x,y) — flz,y) € R"
f R X R DO UL x Uy (z,y) — f(z,y)

(1) Es sei U = Uy x Uy und ferner gelte

(a) D1f, Dof existieren in U;
(b) DD, f existiert in U und ist in (xq,yo) stetig.

Dann existiert auch Dy Dy f(zo,y0) und ist = Dy D1 (0, yo)-

(2) Wenn f in U differenzierbar und in zo € U zweimal differenzierbar ist, so
ist D? f(zo) symmetrisch, d.h.

DQf(.’L‘O)[h, k] = sz(x0>[k7 h]
Vorbemerkung

DI = G5 | Hlo ) = fim S+ th) — i)
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Beweis von (1)

Wir wissen, dass Do D1 f in U existiert und stetig ist. Wir haben zu untersuchen

D1D2f($07y0)[k h]

- 111% (D2 f(zo + sh,yo)[k] — Daf(x0, yo)[k])

s—0 8§ \t—0 ¢

1 1
= lim — (hm — (f(xo + sh,yo + tk) — f(xo + sh,yo))

t—0

— lim % (f(xo,y0 + tk) — f(xo,yo))>

= lim lim l {(f xo + sh,yo + tk) — f(zo,yo + tk)) — (f(xo + sh,y0) — f(zo,40))}

s—0t—0

= lim li
s—0 t—>0 St

/ f(zo +uh,yo +tk) — *f(xo + uh, yo)} du}
0

s—0t—0 st

w

= lim hm —
s—0t—0 st

= lim hm{ [D1f(zo + uh,yo + tk)[h ]—le(zo—kuh,yo)[h]}du}

Dy Ds f(zo + uh, yo + vk)h, k]dvdu}

- o\ﬁ

Cl)

s—0t—0 st s—0t—0

= lim lim — { /D D1 f(xo,y0)[h, k]dvdu} + hm lim — Rgf[h k]

[}

= D2D1f LEQ,yo) h k +Rh k]

wobei

| R[h, k]| =

1 1
lim lim — Rgh, k]‘ hm hm | Rsi[h, E]| = Lo
s—0t—0 st —0t—0 st
Sei € > 0; dann gibt es §(e) so, dass

|D2Dy f (0 + uh, yo + vk) — D2 Dy f (20, yo)| < € fiir |ul|h] + |vf[k] < d(e).

Dann ist

1 1
g |Rgt[h,k:|| g g//|D2D1f o + Uh , Yo + ’Uk?)[h k] Dngf(.’L’o,yo)[h,k‘” d’UdU

i|h\|k\//dvdu:s|m|k\.
st
0 0

WEeil e beliebig ist, folgt daraus

N

|D1Ds f (w0, yo)[h, k] — DaD1f (w0, yo)[h, k]| < elh||k]  fiir [h] + k] < 6(e)
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Wiihle | hg |=]| ko | =1 beliebig und 0 < X < €. Dann gilt
—~ ~

ele €R77l2
|D1 Dy f (20, y0) [Mro, Mko] — D2D1 f (20, y0) [Mho, Mko]| < e|Ahol[Mko| = eA?|hol|kol -
WEeil € beliebig ist, folgt

D1y Ds f(zo,y0)[h, k] = DaD1(x0,90)[h, k] Vh € R™ k€ R™.

Beweis von (2)

Wir betrachten

gz, h k) :=flx+th+k)— f(x+th) — flz+ k) + f(z)

x+th+k)— flx+k)— (f(x+th)— f(z))

[f(z +th+ k) — f(z + th)] dt

(Df(z+uh + k)[h] — Df(x + uh)[h]) du

Il
O\H O\H >\ —
SIS

=, [ (Do uh B = Df o)A = (Do + ublh] ~ D (o) B]) du
0

- / (D2 (20) b, uh + K] + o( Bl [uh + KJ) — (D*f(z0)[h, uh] + o(|h||uhl)) } du
0

1
= /Dgf(wo)[h, k]du—&-Rh’k mit
0
| Rl < e(RI(Ih] + [K]) + [A?) < 3e(|A]* + |k [).

D.h.

|9(20, h, k) = D* f(wo)[h, k]| < 3e(|h]* + |K[*)
also auch

|9(20, k. h) — D f(wo)[k, h]| < 3e(|h]* + |k[*)
also

|D? f (x0) [h, K] — D* f (wo) [k, h]| < 6e(|h]* + |K[?)
falls |h|? + |k|? < §(g). Mit h = Aho, k = ko, |ho| = |ko| = 1 folgt wie zuvor

D?f(xo)[h, k] = D*f (wo)[k, h].
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Bemerkung

(1) Ist f in U zweimal differenzierbar mit stetiger 2. Ableitung, so sind alle
partiellen Ableitungen stetig in U — und umgekehrt! Die Menge dieser Ab-
bildungen bezeichnen wir mit C?(U,R™).

(2) Es ist fiir n=1: D?f(x)[e;, e5] = (szf;_ (a:)) = (%(m)), falls z.B. f €
C12

4.2.5 Definition
Fir f mit R™ > U 7, R"™, n = 1 heifit die Matrix von D?f beziiglich (e;)

offen
die Hesse-Matriz von f.

Beispiel
flz,y) =2 +y° — Baxy
0 0
% = 32% — 3ay, a—z = 3y° — 3ax
0 f o°f 6x —3a
D*f = 8;%% 3;%% = , det D*f = 36xy — 9a
Oxdy Oyoy —3a 6y

Damit kénnen wir hohere Ableitungen bilden.

4.2.6 Definition (hohere Ableitungen)

Essel fmit R™ D> U . R" in U k-mal differenzierbar. Dann heift finxg €

offen
U (k+1)-mal differenzierbar, falls x — D¥ f(z)[hy, ..., hi] in 2¢ differenzierbar
ist. Dann setzen wir

DL (o) [, ...y b, hier] = D(DRf()[ha, - .., hi]) (20) g s].

4.2.7 Hilfssatz
Mit 4.2.6 gilt
(1) D¥f(xg) ist eine k-Linearform auf R”

(2) DFf(xg) ist symmetrisch.

Hinweis

DFLf = D2DF=Lf fiir k > 1!
Die hoheren partiellen Ableitungen werden definiert durch

(9kf(x) 0 3k_1f
k . . = =
DA @)fnen] = = O ( e ) ()

0" f(z)

8:51»#(1) e axi”(k)

V€ Sy
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4.2.8 Hilfssatz
Seien f1, fo : R™ DU — R in U k-mal differenzierbar.

(1) Dann ist auch a1 f1 + asfo in U k-mal differenzierbar und

DF (a1f1 +asfe) = a1D* fi + aaDFf,  Linearitit
(2) Ebenso ist f1fs in U k-mal differenzierbar, mit der allgemeinen Leibnizregel:

k ) )
D(fif) =Y | | DPAD fo

k
7=0 ]

(3) Ist g : R* DV — U k-mal differenzierbar, so auch fjog:V — R
(mit einer expliziten, aber sehr komplizierten Formel)

Beweis Spiter; die k-malige Differenzierbarkeit — ohne explizite Formel — folgt
leicht durch Induktion.

Taylorformel

Beachte, dass

DFf(@)ha,. . bkl = > haihai, "'hkikﬁ, hj € R™
014yl =1 21 ik
insbesondere fiir h =hy =--- = hy,
k - oFf .
DFf(@)h,....h = > g hotha mit = (b B
11 1k e

aq g am
RS RG2 . hO =ho

und o = (aq,..., o) €Z7 und ol = a1 + ... + oy =k
(1,5 0k) = (ix(1)- -+ ix(r)) = Wort in den Buchstaben 1, ..., m der Linge
k’ ﬁ = a1!~]~€~!am!
D¥f(z)[h, ..., h]
ol
= Z aif(ﬂﬁ)a -h® - ${Worte in m Buchst. d. L. k¥ m. Hiufigk. aq,...
S, Oxit - Oy
lel=F x>
k olalf he olel f
= SR = il
E:m ar!l- - au,! Oz Zm al 0z«
€Z+ a€Zl

s Qm }
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Ist f € C*L(U,R™), so gilt

& 1
flat+h) = > %Djf(x)[h, .. h+ % /(1 — t)*D*L f (2 + th)[h, ..., hdt
Jj=0 0
a 9lal @
= Z}L'aa af( (k+1) > h /1—t x—i—th)d
Q€LY o or la|= k+1
ler| <k
Beachte, dass VL: Mo 2003-11-10
G| f+ ) = D@
d? d d
|, f(z+th) 7 to @f(:z:+th)
d
= . Df(z + th)[h]
= D(Df()[h])(x)[h]
= D2f($)[h7h]

also induktiv

dk

e f(z+th) = D*f(x)[h,...,h] = D*f(z)[n¥)

t=0

4.2.9 Satz (Taylorformel)

Es sei f in U n + 1-mal differenzierbar. Dann gilt

1
1 . . 1
flx+h) = ZﬁDJf(x)[h(])]+E/(1ft)”D”“f(erth)[h("“)]dt
! )
ha Oé L
- ¥ = @) (2) 4+ (n+1) 7/14 " F@) (¢ 4 th)dt.
la|l<n |a]=n+1 0

Beweis

Die erste Identitét folgt durch Anwendung der Taylorformel in R auf die Funk-
tion g(t) = f(x +th) fur t = 1.

Fiir die zweite Identitéit miissen wir D7 f(z)[h())] durch partielle Ableitungen
ausdriicken.

DI f(@) D] = D (@) 3 hiei o> hies] = fj h“ By fO0) ()

U1 yeenyd
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Z hil e hik,f(il,m’ij)(x) = Z cozhaf(a)(x)

(41,000,%5)EN™ agZ
mit Haufigkeiten |a|=3
A1y Omy

Cqo lasst sich kombinatorisch in « ausdriicken.

Zur Berechnung von ¢, wenden wir die Taylorformel an auf die Funktion
f(z) == 2% in £ = 0. Dann ist

0, f#a

al, b=«

F9(0) = und fP(z) =0 V|3 > |af

Dann folgt mit j = |«

. 1 Caa
FO+h) =h"== " cﬂhﬂmaﬁa:?‘!’h ol = —h=—

Die Leibnizregel

B: V! x V2 — W Bilinearform,

fi :R™ DU — V* k + 1-mal differenzierbar.
Wir wollen DF B(f1, f2)(z)[R*)] berechnen.
Formal argumentieren wir so:

k
Blfia 41 o +1) = 3 B (G0 R@HOL 5D @) + Ry
2,7=0 :
k

- ,i B (D fu(a) b0, D o @)H]) + R

:ZZJ%:

B (D' fi(@)(h®), D7 folw) hV)]) +

! lel

=0 l
l=i4+j—Multilinearform

2k

Lo )

= Zﬁp (Bo f1 x fo)(x)[hV] + Ry,
=0
l . .
= D'Bo (f1 x fa)(x Z (BoD'fy x D' fo) ()

=0 {
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Was ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen?

b @y B e )
|a|§<k8 (a! fi (37)’ Al fa (x)
hots N
alg! B<f1( . 2@)

>
_ h7 A (@ £(8)
e 2 ramB (A7 A7)

B(fi(x +h), fa(z + h))

lal+[B8]<k

lvI<k
h gl ) (y—o)
= Y oX B @a ).
i<k | asy \@

Insbesondere gilt fiir V = V2 = R, B = Multiplikation in R:

gl

(fif2) (@)= @) 19 ()

agy \@
(fif2)"(x) = (fifa+ [ifs) = [ fot+ fifo + fifo + fifs

zur Kettenregel

fo:U —R" f; : R" — R f; k-mal differenzierbar. Dann gilt fiir f;(0) =
0, f2(0) = 0:

DH(fyo R)@)HO) = Y o Defu(0) 0 D ()]

1<i<k
a€N?
la|=k
mit D f5(0) = D f5(0) X ... x D% f5(0)
Fiir die partiellen Ableitungen ergeben sich sehr viel kompliziertere Aus-
driicke.

4.2.10 Differentialoperatoren
VL: Mi, 2003-11-12
Multiindexschreibweise:

i m m o a1 «
(1, xm) =2 € R, a € ZI', x% =2, ... ap"

Entsprechend: 9% : C*°(R™) — C*(R™)

o ooem (x) B aa1+...+amf 3;)
ox? oz o ozt ... 0y

FECT®™) s f (@) =02 f(x) =

0% bezeichnet eine partielle Ableitung der Ordnung |a| = a1+ . .4+, wobei
ap-mal nach z1, ..., a,-mal nach x,, differenziert wird. Auf die Reihenfolge
kommt es nach dem Satz von Schwarz (4.2.4) nicht an.
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Beispiel: a=(0,..., _1 ,...,0),30‘:8‘21-
i-te Stelle
Sei nun P(§) = Z|a\<d ao,€* ein Polynom in m Verdnderlichen &, ..., &,

mit Koeffizienten a, € C (Jof = a1 + ... + am, d = grad P)
P(¢&) erzeugt einen linearen Differentialoperator (mit konstanten Koeffizien-
ten)

P(€)= 3 aa&® D = P() : C¥(R™) — C*(R™)

lal<d
P@)f(x) =) aads f(x)
jal<d
0
(Si)HaIi7 fHaz(%7,%)

Beispiel
P(&) =& + ... + &2 erzeugt den Laplace-Operator:
A CP¥(R™) — C(R™)
0% f 0% f
Af =—5+... +—
/ 0z3 o 0z2,

(der eine wichtige Rolle in der mathematischen Physik spielt)
Sei U C R™ offen und A, € C*(U, L(R™,RP)):

P:U xR™ — L(R",RP)

P(z,&) = Z Aq(2)€®  Polynom mit Koeffizienten linearer Abbildungen
la|<d

P(z,&)[h = Y Aa(2)[h*, heR™
lal<d

P erzeugt einen linearen Differentialoperator

D = P(z,8) : C®(U,R"™) — C®(U,RP)

P(z,0)f(x) == > Aal(z)[05f(2)]

| <d

Beispiele

(1) Der Gradient:
grad : C*(U,R) — C>=(U,R™)
a1 = (36, 2

dz1 7 ' OTom
(2) Die Divergenz: U C R™
div : C°(U,R™) — C*(U,R)
div(fh s fm> = ZZZI g;ﬁ
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(3) Die Rotation: (m = 3) rot : C*°(U,R?) — C>°(U,R?)

rot(fl,fQ,fg):<%_m fr _ 0fs %_%)

OIQ 6(1?3 ’ amg 8951 ) 8901 8:172

(Mit Hilfe dieser Operation driickt man viele Differentialgleichungen der
mathematischen Physik aus, z.B. Maxwellsche Gleichungen.)

Differenzierbarkeit im Komplexen

Wir betrachten die Differentiation von Funktionen einer Veradnderlichen. Sei
U C Coffen, zg € U,f : U — C. Da C ein Korper ist, kann man wie in R
Differenzenquotienten bilden.

4.2.11 Definiton (C-differenzierbar)
f heifit C-differenzierbar in zy € U, falls

lim Mth f(ZO+h)—f(z(]) heC
z—20 zZ— 20 he0 h
existert.
< JeC lim f(zo+h) = f(z0) =1-h o

h—0 |h]
und dann [ = f/(zp)
T,:C—-C T(z) =1z T, ist C-linear, T; € L¢(C,C)

Wir fassen C als reellen Vektorraum (d.h. R?) und 7} als R-lineare Abbildung
(R? — R?) auf.

C % R?  ¢(z) = (Re z,Im z) R — Isomorphismus

61 (C,] ) = (R2[|-|lo) Tsometie [|(2,9)l, = Va?+42,  |2] = [6(2)l;

T,
C——C

@lz soJ(z
R2 — R2
T,
Ty = ¢ oTjo ¢! (T betrachtet als R-lineare Abbildung R? — R?)

Ti(z) = (I1 +il2)(x + iy) = (lhx — loy) +i(laz + l1y)

= ll + Zlg ~ x ll 712 x
) =
z=x+1y Y lo I y
Wir fassen U als offene Teilmenge von R? und f : U — R? als Abbildung
(z,y) = Re f(z,y),Im f(z,y)) auf.
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4.2.12 Satz (Cauchy-Riemansche Differentialgleichungen)

Eine Funktion f : U — C, U ¢ C = R? ist in 29 genau dann C-differenzierbar,
wenn f in zg R-differenzierbar ist und in 2 gilt:

ORef) _O(mf) ORef)  9(Imf)

Oz oy Oy Ox

Beweis
f ist in zy C-differenzierbar

< JeCmit lim Fo+h) _|£|(ZO) —Tih) _ 0, heC

- 2

<= 3l € C fist in 2y R-differenzierbar und Df(zy) = Tj

=0, heR?

O(Ref) O(Ref)
— ox oy _ ll 7l2
o(Im f)  o(Im f)
ox oy 12 ll

<= Cauchy-Riemansche Differentialgleichungen

Kommentar: Wenn f in U C-differenzierbar ist (d.h. in jedem z € U), so
heifit f holomorph.

= lokal f(z) = Zan(z —20)"
n=0
Integrale mit Parametern

Erinnerung: Seil ={a,b] CR, f:I — V stetig, (V,|]|) ein endlichdimen-
sionaler, normierter Vektorraum.
Sein=dimV, (ey,...,e,) Basis.

Vo flz)=filz)esr+...4+ fn(®)en, fi: I — R stetig

/bf(t)dt: /bfl(t)dt e1 ...+ /bfn(t)dt en

e Diese Definition héngt nicht von (eq,...,e,) ab.

b

[ F(t)at

a

o V=LR™R") f:I=V

< (b—a)supgefp £ (E)
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4.2.13 Satz (Leibniz)

Seien I = [a,b] C R, U C R™ offene Teilmengen, f : I x U — R™ mit Parameter
eU

b
(a) f stetig=g:U — R", g(y) = [ f(t,y)dt stetig.

a

(b) 3% =Dof : I x U — L(R™,R") stetig = g differenzierbar und
b
Dg(y) = /sz(t,y)dt € L(R™,R™)

Beweis

(a) Seiyp € U, & > 0 festgelegt. Sei ¢ € I beliebig. f ist in (¢, yo) stetig
= 3V (t) Umgebung von ¢ in [a,b] und §(¢t) > 0, so dass

1f(s,9) = f(two)ll e Vs € V1), y € Bsry(yo) (d-h. [ly —yoll < 6(¢))

Wir iiberdecken I mit Umgebungen der Form V/(¢) und wéhlen eine endliche
Uberdeckung V' (t1),. ..,V (t,) (I ist kompakt).

=ViIo(t:):  [f(s,y) = flti,wo)ll <e Vs e V(ti), y € Bsg,)(yo)
Setze § := min §(¢;)

SeiseTundy € Bs(yo) = i seV(t)

Hf(&y) - f(87y0)H < Hf(say) - f(tivyO)H + ||f(ti7y0) - f(s,yO)H < 2

<Le <e

Sei nun y € Bs(yo)

£€[a,b]

b
l9(y) — g(yo)ll = /[f(s,y)—f(s,yo)]ds < (b—a) sup [[f(&,y) — f(& o)l < 2e(b—a)

O

(b) Sei nun yo € U und € > 0 festgelegt. Die selbe Schlussweise angewandt auf
Do f liefert

36 >0 ||D2f(s,y) — Daf(s,y0)| <e Vsel, Vy e Bs(yo)

Wir schitzen ab:
124

1 £(ssy0 +h) = f(s,90) — D2f(s,90)[P]] < 172 ol 1D2f(s,0) — D2f(s,y0)[l < e |R]|
€1Y0,Y0

fir [|h|| < § Vs € I (da [yo,yo + h] C Bs(yo) fir ||h]| < )
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b
oo + 1) — gyo) — / Daf (5, y0) [1]ds

b

- / F(5,0 + ) — (5, 30) — Daf(s,yo)[h]] ds

a

< (b—a) sup [[f(s,y0 +h)— f(s,90) — D2f(s,0)[h]]

s€la,b]

<(b—a)eln]| fir |[p] <d

= ¢ ist in yo differenzierbar und

b b
Dylyo)[h] = / Daf(s,yo)[hlds = / Daf(s,yo)dsh], heR™ O

4.3 Struktur differenzierbarer Funktionen

4.3.1 Definition

Seien U,V C R"™ offene Teilmengen
f: U — V heifit C*-Diffeomorphismus (k = 1,2,...,00), wenn f bijektiv ist
und f, f~! der Klasse C* sind.

f ist ein lokaler C*-Diffeomorphismus <= V23U, Umgebung von x und

VL: Mo, 2003-11-17 3V, Umgebung von f(z) und f | :U, — V, ist C¥-Diffeomorphismus.

U,
Von nun an: differenzierbar = C*°, und Diffeo(morphismus) = C*°-Diffeomorphismus

Beispiele
1) (=1,1) >t tan(5t) € R Diffeomorphismus

2) R"BBl(O)BxHﬁER”
3) Die Polarkoordinatentransformation (in R?) ist ein lokaler, aber kein glo-

baler Diffeomorphismus.

Bedeutung der Diffeomorphismen

Sie sind nichtlineare Koordinatentransformationen (wie die linearen Isomorphis-
men in der Linearen Algebra).

Beispiel Ist (z1,...,2,) € U C R™ (y1,...,yn) € VCR* a: U — V ein
(lokaler) Diffeomorphismus, dann kénnen 1, ..., z, als Koordinatensystem auf
V aufgefasst werden (mittels o). So kénnen Funktionen, Differentialformen oder
Differentialoperatoren auf V als Objekte in Koordinaten x1,...,x, aufgefasst
werden.
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Beispiele
e g:V—-R goa:U — R (“Funktion ¢ in Koordinaten 1, ...,x,")
e Sei D : C*®(V,RP) — C>*(V,R?) ein Differentialoperator
= 3 einen Differentialoperator a*D : C*°(U,RP) — C*°(U,R9)
geC®(URP), Usaxr—alzx)eV

(a*D)g(z) = D(goa™')(a(z))
a* D heif3t der “zuriickgeholte Operator D durch «” oder “D in Koordinaten

”
LlyeoeyXp .

Beispiel

P:(0,00) xR3 (r,¢) — (z,y) € R*\ {0}, P(r, ¢) = (rcos ¢, rsin ¢)

82
ay?
0% 1 09 1 8%

(P A)Q(T»fﬁ):w‘*‘;'a‘*‘ﬁ'w

Laplace-Operator A = 8‘9722 +

Der Rangsatz

Manche Phinomene der lokalen Geometrie sehen viel einfacher aus, wenn man
sie in geeignet angepassten Koordinaten betrachtet.

Motivation: 7 € L(R™,R"), rgT := dimIm7T. Wenn (¢;;) die assoziierte
Matrix von T ist: rg T = rg(¢;;) und:
rg(tij) =Tr <

1) 3(r x r)-Unterdeterminante # 0

2) Alle (r+ 1) x (r 4+ 1)-Unterdeterminanten sind gleich 0

rgT =7 = 3A € Inv(R™,R™), B € Inv(R",R") : BoToA ! () = (z1,...,2,,0,..

4.3.2 Definition
Sei U C R™, V C R™, f: U — V differenzierbar. Der Rang von f in x¢g € U

rg f(xo) :=1g Df(x0) =rgJs(0)
———
cL(R™ R™)

4.3.3 Bemerkung

Der Rang einer Abbildung ist invariant unter Diffeomorphismen (Koordinaten-
transformationen).
Seien o : U — «(U), B :V — (V) Diffeomorphismen

g (Bo foa™)(a(z)) =1gD (Bo foa™") (a(z))

=18 DB(f(x)) oDf(x) o Do~ (a(x)) = rg Df (z) = rgf(x)
—— —_———

Inv(R™) Inv(R™)

.0)
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4.3.4 Rangsatz

a) f:U — V differenzierbar, rg f(zg) = r.
Dann 3Uj > zg, a : Uy — W]" Diffeomorphismus mit

alzg) =0, (f o a_l) (2) = (215« oy 20y Prg1(2)s - oo, O (2))), 2 € W
mit differenzierbaren ¢,1,..., ¢, fiir ein hinreichend kleines ¢.

wichtiger:

b) rgf(zx)=rVzeUl.
Dann 3Uy > zg, 3Vo > f(xo) und Diffeomorphismen o : Uy — W, 5 :
Vo — W2 mit a(zo) =0, B(f(zo)) =0, sodass

Bofoa l(z)=(z1,...,20,...,0)
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Rm—r Rm—r
r r
m R R
m
WE wW
\\/ €
[30 foqa™l
a | P
O \Y
UO 0
(Zla RS Zm) kar}l.—Pl;Ojl (Zla cee 727’) kan.}ie};tion (Zla AR ZTaO, B aO)

Beweis

a) o0B.dA.zp=0,f(xg) =0
18 Jf(zo) = 7 = 3 eine Untermatrix mit det # 0.
Durch Vertauschen der Koordinaten (Diffeomorphismus) kénnen wir annehmen,

dass
det (gfl (xo)) #F0

J

Seia: U — R™ a(z) = (fr(x),..., fr(x),Trs1,. .., Tm). Wir berechnen nun
Jo

8(f17~--»f7‘) 8(f11~~7f7")
A (v B Cowp
[e3%

0 Id7n—'r

8(f17--~7fr)
Bar,. ) 0 70

Nach dem Satz iiber inverse Funktionen Uy, W, o : Uy — W™ Diffeomor-
phismus

= det J,(x0) = det

(1‘17 cee a-rm) —f> (fl(x)v . '7.f7‘($)7fr+1($)7 e 7fn(x))

(fi(@),..., fr(@), Zrs1, oy Tm)
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= (f o a_l)(z) = (Z17 .- '7Zr7¢7’+1(z>7 .- 7¢n(z)) mit (;5](2:) = fj(a_1<z))7j =

r+1,n,¢; €C®
Bemerkung Wir haben nur rg f(z) > r benutzt.

b) rgf(z)=rvVeelU
=rg(foa™)(2) =rgf(z) =rVz=alz) e W"

Id, 0

O(brt1,--s0n)  O(Prai1se-dn)
8(z17---7zr) 8(2T+1 ----- Zm)

Jfoa—l (Z) =

Nun ist aber 1g Jyoq-1(2) =1 V2
Fiir j > r + 1 folgt: Die Unterdeterminante

0
Id ; Op;

8pi ... B¢ 0¢i(z)

0z1 0z 0z
09, . .

= (2)=0, r+1<j<mr+1<i<n
8zj
= ¢;,% =1+ 1,n hingen von 2,11, ..., 2z, nicht ab.

Das erlaubt, G zu definieren.

B W xR — W x R*™"

ﬂ(zla"'vzratr+la" '7tn) =
(Zlv~'~7z'r‘atr+1 - ¢r+1(21,...,ZT,O,...,O),...,tn - ¢n(zl,~~~ ,Z»,-,O7...,0))

foa ™t
/a\ I Graph( (pr+,l..., (pn)
T
‘tﬁR r B
m
Ws r wm
€ €

Es ist leicht zu sehen, dass:

B Diffeo mit B3 (21,. .+, Zry trg1s - - oy tn)

= (21, s Zrytrg1 + Org1 (21,2050, 00,0), ot + D21,y 2050,

= Bofoat =021,y 2, Grp1(Z1 s 20,0,..,0), . On(21, 0005 20,0, . ..,0))
= (217'"7ZT7¢T+1(21,'~';Zraov"',o) _¢T‘+1(217"‘727‘70)"'70)7"')
=(21,-.+,2r,0,...,0)

Wir nehmen Vj := 871([—¢,€]™) mit ¢ hinreichend klein, 3: Vo — W» 0O
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4.3.5 Bemerkung
Der Rang ist unterhalbstetig:

rg f(xg) = r = AUy, sodass rg f(x) = r Vo € Uy

Beweis 3(r x r)-Untermatrix von Jy mit det A(zg) # 0. (weil rg Jy(xo) = 1)

U - men(R) - err(R) - R

x > Jr(x) > A(z) = det A(z)

= Uy xp: detA(z) £0Vz €Uy
= Jy(z) hat eine (r x r)-Untermatrix mit det # 0
=rgJs(z)>r
Konklusion: Wenn rg f(z¢) = min(m, n) = konstant auf Umgebungen
4.3.6 Definition
KR SUL f(U)=V cR®

1) f heifit Immersion bei xg, falls rg D f(zg) = m (< n)
f heifit Submersion bei g, falls rg Df(z¢) =n
f heilit lokaler Diffeomorphismus bei xg, falls f bei xy Immersion und
Submersion ist <= rgDf(zg) =m=n

2) xo heiit ein kritischer Punkt von f, wenn rg D f(z9) < n, d.h. wenn
D f(zg) nicht surjektiv ist.

y € V heiit kritischer Wert von f, falls f~!(y) einen kritischen Punkt
enthilt.

Andernfalls heifit y ein requldrer Wert von f; insbesondere ist y reguléar,

falls f=(y) =0 (!).

3) g heifit Singularitit von f, wenn rg D f(x¢) < min{m,n}

4.3.7 Normalform der Immersionen und Submersionen

1) f ist eine Immersion in 7 <~
m < n und bis auf Koordinatentransformation hat f die Gestalt

W —- W2, z— (2,0

€

2) f ist eine Submersion in zy <=
m > n und bis auf Koordinatentransformation hat f die Gestalt

W — WE (T1,. Ty e ey Tin) > (T1,0 0, Tp)
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R™ > U L f(U) =V c R™ Diffeomorphismus <= f € C*, bijektiv und
f—l c Co°

ff
lokaler Diffeomorphismus <— Vz € U3U, M flUz - Up — f(Uy)
Diffeomorphismus <= D f(z) invertierbar Vo € U

Bedeutung f linear, dann f Diffeomorphismus <= f invertierbar <=
linearer Koordinatenwechsel: (e;) ~ (f(e;))
Diffeomorphismus < nichtlinearer Koordinatenwechsel

Beispiel Polarkoordinaten im R2:

(=, m) x (0, ) BN Y \R_, (r,0)+— (rcosé,rsind)

7t (z,y) — (Va2 +y2,arctang)
x
Fir f: U — V Diffeomorphismus definieren wir
Tf:COO(V,Rn)HCOO([LR”) g—gof

mit dem Inversen (7)™ = T-1. Diese Abbildung ist R-linear.
Ist dann D : C>=(V,R") — C>=(V,R¥) ein Differentialoperator

Dyg(z) = Y Aa(2)g'™ (@),

lel<d
so wird f*D =TfoDo Tf_l, d.h.
f*D(g)(x) = (D(go f71)) o f(z),x € U,g € C*(U,R")

Beispiel fiir Polarkoordinaten

— . (O (TR2 0 (M2 2 ) ) _ Y9 g9
D=grad :C*(R*\R_) - C*(R*\R_,R )’g'_)(a% 6791)_61 x+62 y

Berechne f*D

g €C>((0,00) X (=m,7)),g0 f_l(x,y) =g(vVx?+ 92, arctan%)

VL: Mo, 2003-11-24
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Y

0 0 >
grad(go f')(z,y) =e1 [éﬂ o [N y)E + 2o f (w,y)—=

r 00 1+ L

y2

x2
1
T

99 =10 Y 99 1
o (xvy)rJraQOf (z,y)

| S

1+ 4%

=2 o f7 Yz, y)[cosh - e, +sinf - e

dg 1y, )[_sinﬁ N co:&eQ]

€1

0 10
= (T o grad oTp-1)g(r,0) =: a—i(r, Be, + ;6*3(7"»9)69

Struktur differenzierbarer Abbildungen
Df(xg) hat rg Df(x0) =: p mit p < min{m, n}

Rangsatz rgDf(z9) = [ (< m) = (nach Koordinatentransformation) Fiir
f=Tgofoly, L' mit k, k¥’ Diffeomorphismen gilt

f(x) = (x1,..., 2, frea (@), ..., fulx)) mit f; € C®(20)

Ist aber rg D f(z) = [ in einer Umgebung von zg - das ist stets der Fall fiir
maximalen Rang -, so kénnen wir f; = 0 erreichen.

D.h. Immersionen sind lokal lineare Immersionen z — (,0). Submersionen
sind lokal lineare Submersionen = = (2/,z") — 2’

Beispiele

1) m =1,n = 1 Funktionen in R

kritische Punkte = Singularititen = Nullstellen der Ableitung. Insbeson-
dere befinden sich darunter die Extremalpunkte, Extremwerte sind kriti-
sche Werte.

2)m=1<n

C>°-Wege: ¢: (0,1) — R™
Dc(t) = ¢/(t) ist immer kritisch, aber singulér nur fiir ¢/(¢) = 0.
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4.3.8 Definition

1) Ein C*°- Weg c¢: (0,1) — R™ heifit regulir, falls
(a) ¢ injektiv (b) ¢/(t) # 0 Vi € (0,1).

2) Eine Teilmenge B C R™ heifit regulirer Bogen, falls es einen reguliren
C>®-Weg c: (0,1) — R™ gibt mit ¢((0,1)) = B. ¢ heifit regulidre Parametri-
sierung von B.

Erlduterung

Sind das Bogen?

Neill-Parabel

Ein C*°-Weg heifit einfach geschlossen, wenn gilt:
1) c ist regular.

2) ¢ besitzt eine C°-Fortsetzung auf [0,1] mit ¢(0) = ¢(1) # ¢(¢) fiir ¢ € (0,1)

4.3.9 Satz (Jordan)

Ist ¢ in R? einfach geschlossen, so hat R? \ ¢([0,1]) zwei Wegzusammenhangs-
komponenten, von denen eine beschrinkt und eine unbeschrinkt ist.

(m = 2 < n Flichenstiicke)
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4.3.10 Definition

Eine Abbildung ¢ : R? > U — R™,n > 2, heifit ein reguldr parametrisiertes
Fldchenstiick, wenn gilt

1) % ist eine Immersion in U.
2) 1) ist injektiv.

3) 1 ist eigentlich, d.h. ¢~ 1(K) ist kompakt in U fiir jedes kompakte K C R™.

Bemerkung: Ist ¢ eine Immersion, dann gibt es zu jedem Punkt z € U eine
Umgebung U, C U so, dass (1),(2),(3) fiir ©|U, erfiillt sind. (Ubung!)

R™ > U LR, f € C(U,R")
Wir untersuchen das Verhalten von f lokal (Zu jedem x € U gibt eine Umge-
bung U,, sodass ...) und bis auf (lokale) Diffeomorphismen, d.h. f ~ Ty o f oT}.
(also bis auf Koordinatentransformationen), d.h. wir suchen Normalformen dif-
ferenzierbarer Abbildungen mit bestimmten FEigenschaften.

Beispiele
1) f lokaler Diffeomorphismus <= D f(z) invertierbar Vo € U = f ~ Id

2) fist in U eine Immersion oder eine Submersion <= D f(x) hat maxima-
len Rangin U < f~R™>x (2,0) € R" bzw. f ~ 2 = (2/,2") —
' e R"

Bemerkung: Was heifit “invariant unter Koordinatenwechsel”?
Koordinatensystem ~ Labor zur Messung natiirlicher Vorgénge
Labors miissen gleichwertig sein ~ Koordinatenwechsel

Invariant Galilei: alle Gesetze der Mechanik (solange die Geschwindigkeiten
nicht zu grof} sind)
Einstein: Die Lichtgeschwindigkeit ist immer maximal.

Invariant ist rgDf(z)

Ist rg Df(z) < min{n,m}, dann entstehen Singularititen. Auch dann gibt
es Strukturtheorien (— Seminar?!)
1973 Rene Thom: Morphogenese und strukturelle Stabilitédten
~ “Katastrophen-Theorie”, 5 Modell-Singularitidten

Differenzierbare Funktionen in mehreren Verdnderlichen sind ein wichtiges
Hilfsmittel zur Konstruktion (vs. Existenz).

Beispiel Dezimalzahl /2 =1,4142..., a={a,...,am}
Wort in {0,1,...,9} mit m Buchstaben: # = 10™ = Wahrscheinlichkeit 10%.
x normal : <= fiir jedes m-Wort ist die asymptotische Wahrscheinlichkeit

in der g-adischen Entwicklung = ¢g=™.

VL: Mi, 2003-11-26
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E. Borel Fast alle reellen Zahlen sind normal. Aber: keine normale Zahl ist
explizit bekannt.

Kandidat ~! Bisher deutet jede Evidenz darauf hin, aber ...

Ein singulédrer Fall f : U — R hat einen kritischen und damit singuléren
Punkt <= Df(z) = grad f(z) = 0, z.B. bei allen lokalen Extrempunkten.
Dann ist aber (0.B.d.A. o =0, f(z9) = 0)

£(2) = £(0) + DFO)a] + 3 D*FO)L 2] + o fal?)
" 924(0)

1 7
=5 -z + of|z|?)
4]

axiax]

=1

Nach orthogonalem Koordinatenwechel z = O(y), O € O(m) folgt
D*f(0)[0(y),0(y)] = > _ Xi(0)y?

(X\i(0)) = Eigenwerte von (%(O)),

d.h. f(O(y) = 3 X Xi(0)yF + o(|yl?)
4.3.11 Definition
Sei f € C®(U) und zy € U ein kritischer Punkt von f; (A;(zo)) seien die

Eigenwerte von (%). Dann heif3t
10T

1) ny(zo) == #{1 < i <m; \i(xo) = 0} die Nullitit von f in xo.

2) dg(zo) == #{1 < i <m; sgnA;(z) <0} der Index von f in x.

Bemerkung n¢(zo) und if(zo) sind invariant unter Koordinatentransforma-

tionen (f + Ty(f) = fog) - Ubung

4.3.12 Satz (Morse-Lemma)

(nach Marstom Morse, ohne Beweis)
Seien f und x¢ wie in 4.3.11 mit ny(z¢) = 0. Dann gibt es eine Koordina-
tentransformation g bei xg, 0.B.d.A. g(0) = x¢, sodass

iy (xo0)

Fog)=fw)+3 | S )+ Y 8

i=1 j=ig(@o)+1

Bemerkung \;(xg) ~ sgn \;(zo), 0(|y\2) — 0.
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Beispiel Torus

Extrempunkt

~» Morse-Theorie (Seminar !?)

4.3.13 Definition

f € C>®(U) heifit Morse-Funktion in U, wenn ng(x) = 0 fiir alle kritischen
Punkte x € U. Solche kritischen Punkte heiflen nicht entartet.

4.3.14 Hilfssatz

Nicht entartete kritische Punkte sind isoliert in der Menge der kritischen Punkte.

Beweis: Ubung (z.B. unter Benutzung von 4.3.12) O

Zum Schluss noch einige spezielle C*°-Funktionen!
Wir wollen uns “Abschneide-Funktionen” (cut-off) verschaffen:

e
2
v

1. Schritt

2. Schritt




VL: Mo, 2003-12-01
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3. Schritt
H(x) = d2(242) - pa(2—2) =0
“1<e<l=¢@)=1, |z[/>2=é(x)=0

4. Schritt Fiir ¢ > 0 hat ¢.(v) := ¢(£) die Eigenschaften

4.3.15 Satz
Zu jedem xy € R™ und jeder offenen Umgebung U von x( existiert ein ¢ €

Ce°(U) mit ¢(x) = 1 in einer offenen Umgebung von xg.

Beweis Wihle Bo.(z9) C U und ¢(z) := ¢, (£=22) -

g

Fa) = 3 2 F0)

4.3.16 Satz (E. Borel)

Es sei (aa)aczm eine beliebige Zahlenfolge in R. Dann gibt es f € C>°(R™) mit
f(a)(o) = Qq-

Bemerkung: Wenn f durch eine Potenzreihe dargestellt wird, dann ist die
Folge der a; = f()(0) stark eingeschriinkt: |£\)(0)| < j!C7 fiir ein C' > 0.

Spezielle differenzierbare Funktionen

1) Polynome f € R[xy,...,ZTmn]

F@) = far®= " > far R

a<k 1, m
art..tam<k Monom, homogen v. Grad|«|

f heiBt homogen vom Grad [, wenn f(tz) = t' f(x).

Allgemeiner heifit f : R™\ {0} — R homogen vom Grad § € R, falls f(tz) =
tPf(z),t > 0,2 € R™.

z.B.

1) f(z) = |z| ist homogen vom Grad 1, aber kein Polynom.

2) f(z,y) = %, x # 0 ist homogen vom Grad 2 — 203, aber kein Poly-
nom.
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2) feCER™),f#0

\
-

Genauer gilt f71(0) = {z € R™;|z| = 2} = R™ \ By(0).

4.3.17 Satz

Es sei A C R™ eine beliebige abgeschlossene Teilmenge. Dann gibt es fa €
C=(R™) mit £,'(0) = A.

Beweis: CrmA=R™\ A, Crmn ANQ™ = (2;)ien-
Wiéhle ¢; := min{1,d(4, z;)},

d(A, z;) == llrelg |z — a;| = |2* — 2;| > 0 fiir ein 2" € A

Sei fo € C8°(R™) mit f5'(0) = R™\ By(0) und fo > 0.
Mit fi(z) := fo (*x) ist £71(0) = R™ \ B., (x2).

€i

Nun setzen wir

fla) = ici (%)ifo (x ;7:13@)

Z.Z.
1) f(#)=0 < z€ A
2) feC>R™)

Ad 2)
€\t T—x;\ —
Formal () () = ZC’i = féa) <l) €; e
i>1 <2) &i
i—|a
und | 301 <Y G sup |6 (@)
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i—|al

Fiir i > |af ist C; EiQi Hfé"‘)

-1
+1) .

<

1
oo 20

5

1
< =G
o 2!

()
0

wenn C; = (Z\a|<i

Ad 1) Firz e Aist f(z) =0. Ist 2 € Cgm A, so gibt es eine Folge (z;,) C
CANQ™ mit z;, W Tein ™ d(z, A) > 0. Also ist fiir hinreichend grofles k

z € Be, (w:,) = fo (“TE“”) >0
ik

4.3.18 Folgerung

Sind A, B C R™ abgeschlossen mit AN B = 0, so gibt es fa g € C*°(R™) mit
fap(0)=A faplB=1

Beweis:

fa(l— fB)

fas= fa+ [

4.3.19 Satz (Zerlegung der Eins)

Es sei K C R™ kompakt und U = (U;)Y; eine offene Uberdeckung von K.
Dann gibt es Funktionen g; € C§°(U;) mit

N
D0<g <1, 2)) gi(z)=1firzek.

Beweis: Zu z € K gibt es e(x) > 0 mit By.(;)(z) C U; fiir ein i = i(x) €
{1,...,N}. Dann ist (B.(y)(7))zecx eine offene Uberdeckung von K, besitzt also

eine endliche Teiliiberdeckung (Bg(x k)(xk))kle. Dann wahlen wir eine Funktion
Gk € C5°(Bae(ky () mit 0 < gr <1, gr|Begy (@r) = 1

insbesondere sei gi|Boe (k) (7x) > 0.
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Weiter wéhlen wir eine Funktion gy € C*°(R™) mit der Eigenschaft, dass

M
~ -1 - 7~
0)=||Biam@r) > V SK
go~1(0) = | Byeqr (2) o

Nun setzen wir

>0 auf rR™

Dann gilt

Sgi=@o+Y @)D Gi=1auf K
k l

k

Schlieflich setzen wir

0<gi:= Y, gi<l, g€CCU)

supp gk CU;

4.4 Integralrechnung im R™

Kurvenintegrale

Sei ¢ : [0,1] — R™ ein stetiger Weg. Hat ¢ eine Linge? Dazu wihlen wir eine
Zerlegung 3: 0 =ty < ... < t, =1 und betrachten eine “Approximation an die
Lénge”

4.4.1 Definition

Ein stetiger normierter Weg heifit rektifizierbar, wenn I(c) := sup, I3 < oo.

Bemerkung: Die Peanokurve ist nicht rektifizierbar!

4.4.2 Satz

Ist ¢ ein normierter C'-Weg, so gilt

l(c):/o |/ (t)]dt
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Beweis: Esseij={0=ty<...<ty = 1} beliebig vorgegeben. Dann wird

1 N ti
WO~ [ ] - )=l = [ Iolar
0 i=1 ti—1
N
c(ti-
<3 / [ AL =A)| oy ar
=1 ti—1 t _tl 1
N
c(ti) — cti-1) /
< ) A=l
\Z/ e | (t)|| dt
=1 ti—
N
c(ti) —clti-1)
< — 2 ()| dt
Z/t ti —ti—1 ¢(®)
=1
N t; t;
1 / /
= Z/ 7/ [/ (u) = ¢'(t)]du| dt
=S |t tien Sy
7 N 1 ti
< o / o
\Z/t — /t 1€ (w) — & (8)|du dt
=1 i—1
SSUPy, | <rugt; le/(u)—c’/(t)|<e, Wenn t;—t;—1<d(e)
N t;
<) / dt =
i=17ti-1
d.h. l( ) = hm(;(z Hol fO |C |dt

(t) = cop(t) = &(t) = ¢ (1)) - (1)

/ () ldt = / (o) (1)t
Y'(t)>0 J / _ ANw)du = (¢
0 / () (1)t / ¢ (w)du = U(c)

mit u =(t), 0 <u <1, du=1'(t)dt.

4.4.3 Definition

Zwei C1-Wege ¢; : [ai, b;] — R™ heifien dquivalent, falls es einen C!-Diffeomorphismus
¥ [ag,ba] — [a1,b1] gibt mit ¢y = ¢1 0 9.

4.4.4 Folgerung

Sind ¢; und ¢y dquivalent, so gilt I(c1) = I(ca).
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Bemerkungen
1) Ist % : [a,b] — [0,1] ein C1-Diffeomorpsismus, so ist [(co1)) = I(c). Das ist
unabhingig davon, ob ¢’(t) > 0 oder ¥'(t) < 0 fiir alle ¢.
Definition

e Ist ¢) wie oben, so nennen wir die"Cl—Wege ¢:[0,1] — R™ und co ¢ :
R™ — R™ dquivalent. Das ist eine Aquivalenzrelation. (!).

e c und co v heilen orientierbar dquivalent, falls ¢’ > 0.

e Die Aquivalenzklasse heifit eine (orientierbare) C'-Kurve.
2) Die Linge I(c) ist eine Eigenschaft von Kurven.
3) co v heifit auch eine Umparametrisierung von c.

)

4) Eine ausgezeichnete Parametrisierung, genannt die Parametrisierung mit

Bogenliinge: Sei ¢ : [a,b] — R™ ein C1-Weg. Setze

/ | (u)|du

Dann ist 0 < 9(t) < I(c) und ¥'(t) = |¢/(t)] > 0, wenn c eine regulédre
Parametrisierung ist.

Also koénnen wir ¢ := 1 ~1(s) und ¢ := co1~! bilden; dann gilt

& (s)| = |e' (v~ (5)) (™) (5)]
(w*(s))

W (1=1(s))

o=
4.4.5 Hilfssatz

Jede regulédr parametrisierbare Kurve kann mit Bogenlénge parametrisiert wer-
den, d.h. es existiert ein Reprisentant (der Aquivalenzklasse)

c:[0,l(c)] — R™ mit |/ (t)| =1 Vt

Zwischenbemerkung: Sei f : [a,b] — R™ integrierbar iiber [a,b]. < f;
ist iiber [a, b] integrierbar fiir alle 1 < i < m.

Dann setzen wir
b b
(/ f(t)dt) ::/ ()t
b b
— < / f(t)dt7ei> — [o.ea
b b
e* (/ f(t)dt) :/ e*(f(t))dt Ve* € (R™)*

VL: Mi, 2003-12-03
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Daraus folgt

= sup
lex|<1

/a " Fo)dt] =

“([rom)
[ Gy

“(F(1)|dt

= sup
le*|<1

< sup
lex|<1

< sup / le*| - | f(t)|dt

le*|<1

b
< / () dt

Also gilt die fundamentale Abschdtzung auch fiir vektorwertige Integrale.

Anmerkung: Sie gilt auch fiir Hilbert- und Banach-R&ume.

Was sonst konnen wir integrieren?

Kraft in einem Punkt zu kompensieren = M;s5.- Komponente der Erdan-
ziehungskraft in Bahnrichtung
Leistung ist M - Kyann - L.
Geneigte Ebene: ¢(t) =t - (sin(a),cos(a)) 0<t <1

| 0 sin « ,
Kbahn =mcosa = ’ = <]{1,C (t)>

m COos «x

Verallgemeinerung: Sei f: R™ — R™ ein Vektorfeld (z.B. Erdanziehungs-
kraft) und c¢ ein C'-Weg [0, 1] — R™. Dann setzen wir

/01<f(0(t)),0’(t)>dt =: /Cf

Bei Umparametrisierung gilt fiir einen C!-Diffeomorphismus % : [a,b] —
[0, 1]:
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b
/<f(cow(s)),(co¢)/(5)>d5
b
= [rocwe).¢ (W) (s)ds
1
= [ v

(mit t = ¢(s),dt =¢'(s)ds,a < s <b,0<t<1)
Wir ersetzen jetzt das Vektorfeld f : R™ — R™ durch eine Abbildung f* :
R™ — R™*, Tats#chlich ist jede lineare Abbildung auf dem R™ von dieser Form,

denn die Abbildung

R™ 3z — 2” € (R™)* mit 2°(y) := (z,y)

ist injektiv, denn 2” = 0 = 2°(x) = |2]> = 0 = 2 = 0; also ist z +— 2" ein
Isomorphismus, weil
dimR™ = dim(R"™)*
Wie machen wir den Unterschied kenntlich? Es seien x4, . . ., z,, unsere Stan-

dardkoordinaten, x; = {x,e;). Dann schreiben wir
einen Vektor € R™ in der Form x = Z Tie; =: lei und
6561‘
einen Covektor z* € (R™)* in der Form z* = Z xzie; =: Zx;‘d:ﬂi
- o\ _
wobei gilt dx; (@) = ;5.
4.4.6 Definition
Die C*-Abbildungen w : R™ — (R™)*, 1 < k < oo,
w(x) = Zwi (z)dz;
i=1
heifien die C*-FEins-Formen auf R™.

4.4.7 Definition

Es sei w eine C!-Eins-Form auf R™ und ¢ eine C'-Kurve. Dann definieren wir
das Integral von w iiber ¢ (das Kurvenintegral):

[o= [l

Wie kann es sein, dass das Integral fc w nur von den Endpunkten abhéngt?
D.h.: Das Integral ist unabhiingig von der ¢(0) und ¢(1) verbindenden Kurve bei
festem w.
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Betrachte die C2-Wege
c:[0,1] x [0,1] 5 (s,t) — c(s,t) € R™
cs(t) :==c(s,t), ¢s(0) =co(0), cs(1) =co(1)

Dann soll gelten:

=5 )e=a] et [0

ds
1 m a

— wi(c(s,t)) =ci(s,t)dt
| 2 wilels D) gyeils:

K. R 8(«01 acj 801 . 82 |
/ Z Z 8xj (s t) ot (s,1) +wi(c(s, 1)) 8tascl(8’t) dt

3wz aCj 802 i 8wi 8cj 801' dt

1
:/0 Z (Ou; 9s O L= Ox; Ot s

/1
0 45=1

Beobachtung: Das Kurvenintegral ist sicher dann unabhéngig von Variatio-
nen von ¢ mit festen Endpunkten, wenn die Integrabilititsbedingungen

Ow;  Ow; dc; Oc;
[ax]- N 8%}(;(5 D% s (1)t

Ow;  Ow;
&nj B 8332
iiberall erfiillt sind.
Sicher dann erfiillt, wenn
wi:ag (.u*dgfzagdzZ

ox;

Kurvenintegral
VL: Mo, 2003-12-08

R™ > U —R™ Vektorfeld
R™ > U —R™* 1-Form

(e;) Basis von R™, ef(e;) = (ei, ej) = d;j

0
= Zfl(:r) 9z, sz d:z:Z
v ~~ e;.*
/w—/ ))dt € R mit ¢: [0,1] — R™
Notwendige Bedingung fiir E(c) = E(c(0), ¢(t)) ist
66«)1‘ o aWj

Integrabilitéitsbedi IB): = Vi, j
ntegrabilitdtsbedingung (IB) 9z, Oui 2¥]
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1) Wenn w; = g—i mit g € C*°(U) = 1B erfiillt.

In diesem Fall heiffit w ein konservatives oder Potentialfeld.

Beispiel: Fiir das Gravitationsfeld ist w(z,y, z) = —zdz.

2) Gilt auch die Umkehrung? D.h. wenn das Integral in geeigneter Umgebung
unabhéngig ist vom Weg, ist dann w ein Potentialfeld?

Annahme U ist eine Kugel B1(0); ¢, (t) = tz,t € [0,1]
Versuch

1
g()= [ w= Zwi (tz)c;(t)dt = Z/o w;(tx)x;dt

aaxg](a:) = f:/ol [&jwi(m) + txlg;;(tx)} dt
- /O1 le(tx) +t2xig‘;(tm)1 dt

i J

I 1 aw]'
= /0 [wj(tx)th;xi D (tz)] dt

i

:/01 [wj(m)ﬂaa?(m)} dt
-/ o 1) — ()t + )|

= wj(z)

4.4.8 Satz

w: U — R™" erfiille in U die Integrabilititsbedingungen. Dann existiert in
jeder Kugel B.(z) C U ein Potential gp_(,) mit w = dgp_(y). Insbesondere ist w
in B.(z) wegunabhingig integrierbar.

0 0 i)
gradg(a) = Y 2% ()5 —, dg¥(2) = Y 2 ()da,
7 ? i=1 7

Wir schreiben
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Warum nur in Kugeln?

Cx~(R?), f:C—C, f(2) = flz+iy) = fi(2) +ifa(2)
c: [0,1] 3t c1(t) +ice(t) € C

Komplexes Kurvenintegral hat Werte in C

/cf(z)dz:/lf(c(t)) ()t

/{f1 et (®)]
il (elt)eb(t) + ale(t)) s ()]t

/wﬁ—z/wg, wobel

wi(z) = fi(z)dx — fa(2)dy, wa(z) = fa(2)dx + f1(2)dy
Dann bedeutet IB:
Ofi _ 0fr Ofs 0N

gy~ or’ oy or Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen

f = (f1, f2) differenzierbar & CR <= f C-differenzierbar
= Kurvenintegrale {iber komplexe differenzierbare Funktionen sind lokal we-
gunabhéngig.

Beispiel
c(t) = (cos 27t sin27t) ¢ (t) = 2m(—sin 27t, cos 27t), t € [0,1]
c(t) = (x(t),y(t)) () = 2m(=y(t),2(t))
Sy =t= 2= F = 5

Berechne wy(z,y) = (z,y), wa(z,y) = (—y, x).

<
=

Integration in R™

Betrachte f € Co(R™) = supp f C Qm(a) == [}~ [—a,d]
Definiere

f(l)(xg,... ,a:m) = f(],‘1,...,.13m)d.131

a

Joy(@s, ... Tm) = Jay(@e, ... Tp)dzs

a

fim) == flxe, ..., xm)daeidey - - dey, = Jm—1)(@m)d,

Rm —a

/ fa:l,...,xm)dxl---dxm
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Eigenschaften des Integrals
1) Die Abbildung

Iy : Co(R™) = R, Iy(f) = /m f(z)dz (Abkiirzung!)

ist ein lineares Funktional.

2) Iy ist monoton in dem Sinne, dass  f<g = Iy(f) < Ip(g)
f(2)<g(z) Yz

3) Iy ist translationsinvariant, d.h.

In(fota) =1o(f), Ta(x) =2 —0a

/ ) fOTb(asl,..., m)dxy - dTpy,
/ f 1 — b1, T2 — bo, —bp)dxy ... dx,y,

g

4) Seisupp f = K und ¢ € Cy 50, dass 0 < ¢ < 1 und ¢ |K =1 (existiert

immer!). Dann gilt

/f(ﬂf)dz < ||fHoo/¢(x)da:, well [f(2)] < [[fllect(2)

4.4.9 Satz

Es sei I: Co(R™) — R eine Abbildung mit den Eigenschaften 1), 2), 3). Dann
gibt es eine Konstante C' > 0 so, dass

1=ClI
Beweisidee [ € Cyp(R™) fest. Dann benutzen wir eine Zerlegung der Eins von

der Form g;(z) = g(%(e)) auf einer Umgebung von K mit g € Co(R™), 0 <
g<1, Y .9i(x) =1 auf K. Dieses g und die z; miissen gut gewihlt werden!

= ngz —Z (gif (2) + L(gi(F(x) = [(:)))]
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VL: Mi, 2003-12-10
Einige Erinnerungen und Definitionen:

1, x€la,b)
Xlab) (z) = {0 sonst

Eine Treppenfunktion auf R ist eine Funktion der Form
k
flz) = Z%‘X[a,b) wobei b; < aj4+1
j=1

Dann ist supp f C Ui;l[aj, b,] kompakt.

T(R) ={f: R — R; f Treppenfunktion }
=To(R) = {f € T(R);supp f kompakt }

Ist f € Cyh(R), so gibt es eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmiflig
gegen [ konvergiert.

Eine Funktion f : R — R heifit Regelfunktion, wenn f der in R gleichméflige
Limes von Treppenfunktionen ist. Gesamtheit: R(R).

2

Achtung: Ro(R) & R(R) (Beispiel: f(z) =e ")

Verallgemeinerung auf m Dimensionen:
T(R™) = lineare Hiille von {g(z) = ¢1(z1) -+ gm(zm) mit g; € T(R)} = To(R™)
R(R™) = { fR™ =R f(2) = lim_ f,(z) gleichméiBig fiir eine Folge (f,) C T(Rm)}
Ro(R™) = {f € R(R™);supp f kompakt } D Co(R™) (!)

Fir f € Ro(R™) setze

—+00
f(l)(xg;...;xm)::/ flxy, zo, ...,z )day
— 00 N
z(m-1gRm—1 z(m—1eRm-1
Ty = (21,...,2), = (m(k),x(m_k))
induktiv:
—+o00 +oo
f(k+1)(l’(m7k71)) = / (/ J(@e, o Ty T, ,ﬂfm)d$1> dxy - drgiq

+oo
:/ Joy@k41, - @) daig

— 00
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Zu zeigen: Jedes f(y) ist in Ro(R™7%). Es sei (f,) C T(R™) mit || f— fulloc —
0. Dann ist auch f,,(x) eine Treppenfunktion — nach Definition! — und es gilt

() [y @ ™) = Fuo @ TN I = fallsod(supp(f — f))*

(m-dimensionale Version der fundamentalen Ungleichung)
Dazu setzen wir fiir K C R™ beschrénkt: d(K) := sup, ,cx [* —y| < o0

Beweis von (x):

+oo
f(l) (:L'(m_l)) - fn(l)w(m_l))‘ = ’/ (f(wh s axm) - fn(xla v 7xm)) dxy
supp(f — f») ist kompakt nach Voraussetzung, und wir kénnen erreichen, dass

d(supp(f — fn)) < 2d(supp f) +1

z.B. dadurch, dass wir supp f in ein Quadratgitter mit hinreichend kleiner Ba-
sisldnge legen. (!)
Also gilt nach der fundamentalen Ungleichung:

£ @) = faa )| < I1f = falloo (2d(supp £) + 1)
Also folgt induktiv:
’f(k+1)(1?(m7k71)) - fn(k+1)($(m7k71))’

+oo
= ’/ (for)@htts -, @m) = Fate) @htts - - o, Tm)) dTpga

< |If = fulloo(2d(supp f) + 1) nach fund. Ungl. und IV

4.4.10 Definition
Fiir f € Ro(R™) definieren wir
fay@™ Dy e RR™Y), ..., oy (20m7R)) € Ro(R™F),

—+o0
/ f(x)dw := fm) =/_ Jim—=1)(@Zm)dz,,

+o00 +oo
:/ ((/ f(xl,...,xm)dxl)dm2~-~>d$mER

4.4.11 Satz

Das Integral fiir Ro(R™) berechnen wir mit:

I:Ro(R™)> fr . flz)de =1I(f) eR

Dann hat I die folgenden Eigenschaften:
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(1) T ist linear
(2) I ist monoton

(3) I ist translationsinvariant, d.h. fiir alle a € R™, 7,(2) = x — a gilt:
I(for.)=1(f)
4.4.12 Hilfssatz
Fiir f € Ro(R™) gilt:

(4) () <[ fllocd(supp f)™

Beweis verlauft wie oben. O

Integration in mehreren Veridnderlichen
Zwei Probleme:
1) Was wird aus der Substitutionsregel?
2) Was wird aus der partiellen Integration?
— Differentialformen

Antwort: Satz von Stokes

First things first: 1) Die Transformationsformel (in R):

/ " f ol (@) = / " fdy

(Mit y = 9 (z),dy = ¢'(z)dz, : R — R, C! — Diffeo)
Einfachstes Beispiel: Lineare Diffeomorphismen, d.h.: (mit ¢ : R™ — R™)
P(x) =Ax +b mit A € GL(m,R),b € R™
=Alx+ A7) = AoT_ 4 1,(x)

= I(foy)=1(foAoT_p-)=I(f0A)
Spezialfall:
)\1.%‘1
A(z) = : A #0 Vi

AnTn

+o0 +oo
:>I(f01/)):/_ /_ FOMzy, . Az )dzy - - - day,
1

PN

oder/ fOA(ac)|detA|dm:/ f(z)dz
R R
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Annahme: Das ist richtig fiir alle A.
U(x) = ¢(x0) + Dip(wo)[r — o] + 0|z — zol)
Also sollte gelten (!)

fov(x)|det Dy(x)|dx = fy)dy Transformationsformel
Rm R’Wl

4.4.13 Hilfssatz

Sei J : Ro(R™) — R eine Abbildung mit den Eigenschaften (1), (2) und (3)
aus 4.4.11. Dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢y < 0, sodass J = cI.

Beweis: Vorbemerkung: Ist f € Ro(R™), so gibt es einen Wiirfel

m

Qy (r) = H[Cﬂz — i, T + a;)

i=1
mit a = %d(supp f), sodass f = xq, () f- Also gilt:

[ fllseX@ui@) < f < 1fllooX@u@y: d-be [FI < 1 fllooXqu @)

= J(f) < J (I fllooX@aa))
| flloo (XQu(2))

= cyd(supp f)||

NN

Induktion iiber m:

m=1 FKssel f eine Treppenfunktion

k
f(.’l?) = Z i X[a;,b;) = ZaiX[fai,ei) OT_z;
1=1 [

k
1)
= J(f) = Z aiJ<X[76i,Ei) OT_g;
=1
4 ¢
=1
k
I(f) = Z 206,
=1

Es bleibt also J(x[_¢,,c,)) zu berechnen!

X[—2¢,2¢) = X[—¢€,e) © Te + X[—e,e) © T—¢
= J(X[—Qs,Qs)) = 2J(X[—s,s))
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Einfacher:
g =b; —ay = f[f= ZaiX[O,ai) O Ta;
i

= J(f) = 3 il (o)

n—1
J(X[O,ns)) =J (Z X[0,e) © T—le; + X[O,a))
=1

p
J(X0,6)) = nJ (X[0,6)) = J(X[o,2)) = aJ(X[O,l))

[
NE

=1

Wahle r,,,s, € Qmit 0 <1, "z /s, flir n — co, x > 0.

@
= J(X[0,rn))

TnJ(X[o,l))

=

J(X[0,5,))
5nJ(X[0,1))

(X[0,2))

<
(X[O,a:)) <

<J

<J
= JXpw) =z J(Xp,1)-

Damit folgt J(f) = J(xo,1))-1(f) fiir f Treppenfkt. 7 (R) und fiir f € Ro(R):

I lim (1)

=J(Xp,1) - nILTT;O I(fn) = J(Xj0,))1(f)
(Das beendet den Beweis fiir den Induktionsanfang.)

Sei die Behauptung bewiesen fiir m — 1 > 1 Dann wihle g € T(R),g >
0,9 # 0, und § € Ro(R(™~1). Betrachte nun

Jg(g) = J(g(l‘l)g(l'g, .- '755771))

Dann erfiillt Jg die Bedingungen (1), (2) und (3) in g!
Also gilt nach Induktionsvoraussetzung, dass Jg = ¢(g)I R™ Aber c(g) er-
fiillt ebenfalls (1), (2), (3), also ist ¢(g) = cI*. Also wird J(gg) = I'(g)I™ *(§)c =

cl(gg)-
= J(g) = cI(g) fiir alle g € T(R™)
und damit
J(g) = cl(g) fiir alle g € Ro(R™)
(wegen der Vorbemerkung.) O

Fundamentale Eigenschaften
VL: Mo, 2003-12-15
1) Linearitét
2) Monotonie

3) Translationsinvarianz
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4) | Jom f(@)dz] < [|f]loc - d(supp f)™

N (x)dw/:o (/:O (/;Oof(xl,...,xm)dm) ...dxm>

Also: falls f(z1,...,2m) = fi(z1) -+ frn(@m)

m 400
= f(z)dr = H/ fi(x;)dz;
i=1Y 7

RWL
1) Substitutionsregel?

2) Partielle Integration?

Problem 1

Einfachste Substitution:
1 : R — R C*-Diffeomorphismus, f € Ro(R) =

[ revwwar= [

al) Einfachste Substitution 1 (z) = Az mit A € GL(m,R). Was st [, f(Az)dz?

1
Aes = Nes. s j Az)dr =
€; Alel7 )\Z # O VZ = R™ f( x)dx | det A| R™

a2) Vermutung
[ san)idectiar = [ sy
R™ R™
y = Az, dy = |det A|dx
Beobachtung Wir betrachten die Abbildung
Ipy: Ro(R™)> fr f(Az)dz =I(fo A)
]Rm,
Dann gilt 1),2), aber 3)?
Zu priifen ist fiir a € R™: I4(fo7,) =Ia(f)?
T,0A(r) = Ar —a = A(xr — A7 ta) = Ao 1y-1,(x) impliziert
Ia(fora) =1(foraoA) =I(foAoTs14)
wg.3
= I(foA) = Ia(f)

a3) Wir haben schon bewiesen, dass jetzt folgt 4 = ¢(A) - I mit ¢(A4) > 0.
Also bleibt die Konstante zu berechnen!
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a4) Spezialfille
1) Wenn Ae; = \je;, so gilt ¢(A) = |det A]7L.
2) Wenn A orthogonal, dann
f(Az)de = (z)da, falls f(z) = f(z|)
R'VYL Rm
dh. c(A) =1 =|det A|7L.

Aus fritheren Uberlegungen folgt genauer

4.4.14 Hilfssatz
Es gibt eine Funktion j € C§°(R™) mit den Eigenschaften

3) j(z) =j(al) [= j(Az) = j(o) fix A*A = 1]

Beweis: Wir haben so ein j; fiir m = 1 konstruiert; fiir beliebiges m setzen
Wit Jon (T1, -y Zm) = j1(V/ 23 + ... + 22)

Bemerkung: Wir normieren jetzt j durch die Forderung me jlx)de =1
(statt 2) und setzen j.(z) := ™™ j(%)
Dann gilt

/m jo(z)de = /m j(g) ey = /mj(a:)dx —1

a5) Der allgemeine Fall
Sind A;, Ay € GL(m,R), so wird

Tay4,(f) = Tay (f 0 A1) = c(A)I(f © A1) = c(A2) 14, (f) = c(A2)c(A)I(f)

Damit ist der allgemeine Fall erledigt, wenn jede Matrix A geschrieben wer-
den kann als Produkt von Diagonalmatrizen und orthogonalen Matrizen.

A* adjungierte Matrix <= (Az,y) = (z, A*y). B heiit symmetrisch, wenn
B* = B. Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar:

30 € O(m) : O*BO = D(Ay,..., Am)

A € GL(m,R) beliebig = A*A ist symmetrisch und positiv definit. = 3
Orthonormalbasis (f;)72; und (A\3)72,, A; > 0, sodass A*Af; = A3 f;. Defi-
niere |[A| = (A*A)? durch |Alf; = Ajf;, dann ist O*|A|O = D(A1,...,Am).
Weiter gilt, dass S := AJA|~! orthogonal ist, denn S*S = |A|71A*A|A|7! =
|A|7YHAP|A|7Y =T = A = A|A|7A] = SOD(\)O*
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4.4.15 Hilfssatz

Fiir A € GL(m,R) und f € Rq gilt

f(Az)|det Al dx = f(z)dx

Rm™ Rm™

Folgerung me f ist unabhéngig von der Reihenfolge der Integrationen.
Beweis Fiir 0 € S, setzen wir Ase; := e, (;) = A, orthogonal = Beh.

b) Der allgemeine Fall
4.4.16 Satz

Fiir ¢ : R™ — R™ C!-Diffeomorphismus und f € C}(R™) gilt

fp(x))|det DY(z)| = | f(y)dy

Rm™ Rm™

Beweis K = supp f kompakt, ¢ > 0 = es gibt eine Zerlegung der Eins (g;)%;
fiir K (siehe 4.3.19), die “e-klein” ist, d.h.

1) 0<gi <1

2) Zu jedem i gibt es ein z; € R™ mit supp g; C Be(;).
3) Zle gi(z)=1firz e K

4) supp g; C Baacxy (7o) (1)

5)

L) < EVijeNz e K ()

Jetzt schreiben wir (mit ¢(z) = ¥(x;) + Dy (z;)[x — z;] + o(Jx — z;]))

L
f((x)) |det Dy ()| do = Z/m 9i((x)) f (¥ (x))| det Dy (x)|dx
i=1 )

RmM

-y /m g f (1) + Do) [ — 21]) |det Dos(a)| da + Re

i=1

Y

L
=3 [ sty o= [ 1w+ R

RmM

d.h. der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass |R.| < ce.
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Nun ist

R, \—\2/ (90 (4 (x)) det D)

— gif(V(x;) + DY(x;)[x — x;]) |det D (z;)] ]dm’
pi(x)

- {9:f(d(2)) = gif (bi())} [det Dp(x)| d

9if (¢i(x)) {|det Dy ()| — |det Dy (z;)[} da

=:I1+1I

Wiéhle § > 0. Dann gibt es ein e = £(4) > O so, dass fiir alle 2,y € Bag(k) (o)
gilt | |det Dy (z)| — |det D (y)| ’ d, wenn |x — y| < &, wegen gleichméfiger
Stetigkeit auf kompakten Mengen. Dann gilt

(11| = gif (Wi(x)) (| det Dy(x) — | det Dy (;)|) dw

| f1(wi(2)) || det Dip ()| — | det Dy (x;)||dx

4)
< [ flloocd (2d(E))™ (1)
Zu 1 Abzuschitzen ist (mit dem MWS 4.1.24)

g f((x)) = g f (¥s(2))]
<hé(a) (@) sup |Dgif (1 (x) + (1= t)i())|

=hi(e) — () = Do — )| sup [((Dg)f + (D))

(t(@) + (1 = )y (@) + (1 = ) D (zi) [w — 24])
|(z) — P(x;) — Dy(z;)[x — xz]\g mit dem speziellen MWS

<|z — ;| sup |D1/)(tx + (1 =t)a;) — Dw(;zcl-)|E
0<t<1 €
<ad,

wenn |Dy(x) — Dy(y)| <6 fiir 2,y € Bagcr)(z0), |z —y| <e.
VL: Mi, 2003-12-17 Wir haben f € C} benutzt! ~ f € Ry!

Transformationsformel Sei ¢ : R™ — R™ ein C!-Diffeomorphismus und
f € CHR™). Dann gilt

fov@det Dia)lds = [ fu)dy

RmM
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Erweiterungen

1) Es geniigt, 1) wie folgt anzunehmen: v ist ein C!-Diffeomorphismus
R™ D f? — (0) C R™ mit ¢~ (supp f) C O. Die Zerlegung der
Eins, (g;)%,, kann so konstruiert werden, dass zu einer gegebenen Menge,
O, suppg; C O Vi. Dazu betrachte alle Kugeln U, := B, com (0))(Z)-
Dann gilt supp f C U,cqupp s Uz C O. Da supp f kompakt ist, gibt es

eine endliche Teiliiberdeckung supp f C Ule Uz, C O. Dann ist € <
win d(z;, Cem (0))-

2) Wir wollen aber die Transformationsformel fiir f € Ro(R")! Wir erinnern
uns jetzt an die Funktion §0 € C*(R) mit 0 < M, M (x) = 0 fiir
2| =2, [ jW(2)dx = 1.

Dann setzen wir j{* )( ) = eflj(l)(f) Daraus folgt supp](l)( ) C Béi)(()),
12 i (@)de = 1.

Fiir m € N setzen Wir dann je( )(xl, ey X)) = jél)(xl) . -jél)(xm).

=0 < jie(w) = J me je(@)da = 1,

supp je C By /m(0): Wen > 2 fiir ein 4, dann ist j.(z) = 0, d.h.
Je(z) > 0 verlangt <2 = |72 <4e? = |z)? < 4me?, |x| < 2e/m.

ZTi

)

4.4.17 Definition

Wir definieren den Gldttungsoperator

Tof@) = | e =)y
fir f € Ro(Rm)

1) Wir vermuten, dass J.f in C§°(R™)! Ist f eine Treppenfunktion, so ist f
Linearkombination von Funktionen der Form fo = [];-, X[asb;) =

Jefo(x H/ (@i = yi)Xfasb0) (i) dyi = H/ i (i — i) dys.

Nach der Differentialrechnung geniigt es zu zeigen, dass alle partiellen
Ableitungen stetig sind, d.h. es geniigt zu zeigen, dass

a\* rt
(dx> / i (z — y)dy €C(R) VkeZy

induktiv =’ e=F=1(j(1)(®) (=¥ )dyeCo (R)!

2) f € Ro(R™), (fn) € T(R™), |If = full — 0, n — oo. Also wire es
interessant, ||J. f — J- fnl,, abzuschétzen:

of@) = Seg@) = | [ o =) 0wyl < [ jcle —u)If = gltw)dy

>0

< ||f—guoo/R jele — y)dy
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Substitution z =z —y, |dy| = |dz]

Jetzt wissen wir, dass (J.f,) eine Folge von C*-Funktionen ist, deren
Ableitungen gleichméfig konvergieren, fiir jedes feste € > 0. Also ist auch
der Grenzwert J. f differenzierbar (J.f, g?n Je f),

xT

(Uef)®@ = Tefm) L= [ D) o = L) )y

= CE,|0¢\ ”fn - fm”oo .

D.h. J; : Ro(R™) — C§°(R™) ist linear. Idee:

/ (J.1) 0 ()| det Dip(a)|dx = / J.1(y)dy
R™ R™

J oo Jem fov(@)|det Dy(@)lde = fom F)dy

1. Vermutung: J. f(z) — f(z). feCo(R™)
Jgm Je(@® —y)dy = [g. j=(2)dz = 1 durch Substitution: z = ¢ (y) = = —y,

Dy(y) = —Id = |det DY(y)| = 1, dz = | det Dy (y)|dy = dy.

Jf@) = f@ =1 | e =) i)y — (@)

| =
R,

= | - Je(x —y(f(y) — f(z))dyl

N

[ e = )ls) - sy

< sup |f(y) — f(z)| <6 VI >0und e < e(9)
|z—y|<2ev/m

= hH(lJ |Jef = flloo = 0, d.h. J. f konvergiert gleichméBig gegen f. Dann
£—
gilt fiir jedes g € Ro(R™):

<Ief = Fll / l9(@)lde
= Cy|lof — fllo. < C,6, falls & < ().

[ s~ [ fagt)

Rm

Also: Die gleichméfiige Konvergenz kann nicht fiir Treppenfunktionen gel-
ten.

4) Erweiterte Vermutung: Fiir f,g € Ro(R™) gilt:

lim Jof(x)g(x)de = / f(x)g(z)dx

e—0 R™
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Es geniigt zunéichst Treppenfunktionen zu betrachten (fiir f) und g = 1 zu

setzen (1) O.B.d.A. ist f = [T" ) Xjaipi) = Jef(®) = 172, ff: i (-
yi)dy; also

i=1v 70

| m b; 00 . m

= H/ / i (@i — yi)da; dy; = H(bi —a;) = ; f(z)dz.
i=17/ai J i=1 "

=1

4.4.18 Satz
Die Abbildung J. : Ro(R™) — C§°(R™) hat folgende Eigenschaften:

D Vef = Jeglloe < I = 9lloo
2) [Jef(z) = flx)l < sup |f(z) = f(y)]

|z—y|<2ev/m

3) lim [lJ.f ~ fll.. =0 fix f € Cy(R™)

4) lim fo., Jof(z)g(z)d = [g f(2)g(x)dz

Anwendung Polarkoordinaten im R?

pore) = 7 ) SdetDu(rn ) =

—rsin¢g rcos¢o
Also sollte fiir f € Ro(R™) gelten

fy)dy = /OO i f(rcos ¢, rsin ¢)rdodr
R2 0 -7

also insbesondere fiir f(z) = f(|z|):

dy = " Fyrdodr =2 [ f(ryrd
[ twiy= [ [ Feywdoir=2x [ foyrar

I= / e~ dx

Beispiel
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E. Landau

2 e 2 > g2 . B . 2
I“ = e ¥ dx e ¥ dy= e ¥ e Y dydxr = e " dydx
—o0 —00 R2 R2
oo 5 oo
= 27T/ e " rdr = 7r/ e “du=m
0 0

(Substitution: u = r?, du = 2rdr)
=J]=r

Grundlegende Integrationstechniken
VL: Mo, 2004-01-05
1) Substitutionsregel

2) Partielle Integration (Satz von Gauf}/Ostrogadskij)
Ad 1) ¢ : R™ — R™ Cl-Diffeomorphismus, f € Co(R™) =
(x)de = [ foi(y)|det D(y)|dy
]R”YL R"YL
Fiir f € Ro(R™) ist nicht klar, ob f oy € Ro(R™)!

Entscheidung Vorldufige Beschrankung auf Cy.

Beispiel f(z) = 6_952, berechne
o0 2 o0 2
I:= / fx)de = I? = H/ e "idr;
- i=17 7

Erweiterung des Integralbegriffs
Fiir ¢ € Co(R™) mit 0 < ¢ < 1 existiert

Iy(f) == [ f(x)de

Rm

a) Annahme: f > 0= f = |f|

b) Fiir 41,145 € CQ(Rm), 0< ﬂ)j < 1, schreiben wir ¢y < g <= 1/)2(,%) =1
in einer Umgebung von supp 1
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Dann ist ¥ = 1114, also gilt

I (f) = / 1 f (2)de = / Unthaf (2)dz < T, (f)

c¢) Die Menge €(R™) := {¢p € Co(R™); 0 < ¢ < 1} ist gerichtet unter der
Halbordnung (!) <, denn 3¢ € C(R™) mit 0 < ¢ < 1 und ¢|K = 1. (Siehe
Zerlegung der Eins 4.3.19).

4.4.19 Definition

f =0, feCR™) heiit integrierbar, wenn es eine Konstante ¢ = ¢; > 0 gibt

mit  sup  [p. Vf <cf
pEE(R™)

In diesem Fall setzen wir

[ = [ s

Pped JR™

Wenn f das Vorzeichen wechselt, so setzen wir

£(2) = 30U @) + @) + 5@ ~ @) = 1)~ /(@)

mit fy € C(R™), fi 20 und f; f- = 0. Dann definieren wir

Rmf:stlbp/wwh—sip/ﬂwwf

Also ist f genau dann integrierbar, wenn | f| integrierbar ist.

Fiir die Funktion v kénnen wir eine spezifische Wahl treffen: wihle i, €
Co(R™) mit ¢y = 1 auf B1(0) und setze 1y, (x) := ¥1(%) = ¢, = 1 auf B,(0),
d.h. zu jedem ¢ € C(R™) gibt es ein n € N mit ¢ < 1,,. Dann wird

f= lim Unf

Rm™ n—oo Rm

Y (0,00) x (—m,7) 3 (r,0) = (rcosf,rsinf) € R*\ {(x,0),z < 0}
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Sei U € R™ offen, f stetig und > 0, €(U) := {¢ € Co(U); 0 < < 1}

4.4.20 Definition
f € C(U) heiflt iiber U (absolut) integrierbar <=

oo>/Uf(a:)dx:: sup /mwf:/uf+—/uf,,fallsfnicht >0

pee(U)
Beispiel R': ff f(x)dz = F(b) — F(a) existiert immer fiir f stetig in [a, b].
Aber
b b
/ f(z)de = sup / Y f(x)dz, weil
a Yee((a,b)) Ja

b
I/ (1 =) (@) f(z)dz| < d(supp(1 — )| fllo

Wenn nur f € C(a,b) gilt, dann ist die Definition auch dieselbe wie bisher.
a+b b—%

b n
(*)/ f(z)dz := lim f(z)dx + lim flx)dx

— —
nooaJr% n—oo [atb

z.B. f(z) =2~ ist nicht iiber U = (0, 00) integrierbar, aber iiber

(0,1) <= a<l (1,00) <= a>1

z.B. f(z) = 22 jst {iber (0,00) integrierbar im Sinne von (x), aber nicht
absolut!

4.4.21 Hilfssatz

1) Zu jedem @) # U C R™ offen gibt es eine Folge (¢n)neny € €(U) mit
U < Yp41 und fU f=1lim, . me Yy, [ fiir alle iber U integrierbaren f.

2) Sind U,V offen in R™ und ist ¢ : V — U ein C!-Diffeomorphismus, so ist
0 < f € C(U) genau dann iiber U integrierbar, wenn f o 9| det D iiber
V' integrierbar ist. In diesem Fall sind die Integrale gleich.

Beweis 1) Konstruiere kompakte Mengen K,, C U mit

1) K, CKnt1CU

9) U K,=U
neN

Dann gibt es ¢, € €(U) mit 1, = 1 in einer Umgebung von K,,. Dann gibt
es zu jedem Kompaktum K C U ein n mit K C K,, = Beh.
Denn 2)= U = |J K,,, zu jedem x € K gibt es U, C Ky, , nach Wahl einer

endlichen Teiliiberdeckung folgt die Behauptung: K C sup U,,.
Konkret setzen wir
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K, :={zeU; |z| <n,d(z,0U) >

S|

2) Fiir ¢ € €(U) gilt nach der Transformationsformel

Jor=[ or=[ gou (row)aeni

= ¢e¢
Es gilt

sup /qbf:sqp/VfoowdetDwu
¢

pee(U) JU

Also finden wir (z.B.)

/RQfA /szz/[ﬂfol/}ldetDw :/_tr/ooof(r,e)rdrdre

beide zugleich divergent oder konvergent

Also insbesondere fiir f(z) = f(|z|):

f= 271'/ f(ryrdr, I? = 277/ e rdr=n
R2 0 0

Zur partiellen Integration

4.4.22 Hilfssatz
Sei f € C3(R™). Es gilt

- axl( x)dr =0
Beweis
Rm&ni = axl LiyewyLisee-y T )AT;GT] X Tm
+oo +oo N
:/ / [f(xl7...7N>...7:Em)_f(.r17...,—N7...7.’L‘n]dx1-..dmi...dxm

Wie konnte ein Rand auftreten?
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D.h. 0U ist gegeben durch zwei C'-Bogen

Ci = {(z,9i(2)); = € [, B}, gi € C']av, ]
Sei f € C1(R?), d.h. %ch € C(R?). %ch sollte integrierbar sein und

of of g2(x) 5f
—(z,y dxdy:/ xydydm—/ / (z,y)dydx
R2 33/( ) r2 OY g1(x) Iy

:/U@Wm}f@muwx

@

w = widx + wady 1-Form im R?

B8
- / V= / wlei(z)lez)ldr = / (@, gi(2)) - 1 +wz<x,ii<x>> gl())de
a .
- %(%?J)dmdy . /02 wjlc - /C1 wjlc mit w}(m,y) = f(x,y)dx

d g2(x) d
(%) /gl(m) h(z, y)dy =: - H(x, 91(x), 92(2))

92(z) 91,
= [ e+ i) — bl n @) )

Mﬂ%
xydydx—// ﬂcydydx
B
(x )/ /gl(z (z,y)dydx —/a [h(z, g2(x))g5(x) — h(z, g1 (x))g1 (x)]dx

——/h@+/h@
C2 C1

Partielle Integration

gy

VL: Mi, 2004-01-07

In einer Dimension:
b b b
[ i =tati= [ £g = [ g+ 19 =1ral
Im R2:

o lln ouU

¢ ([a.b])
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R2=UU8UUCR2U; /AfZ/ waf
U ouU
Eins-Formen:
w = wl(.%'l,l‘g) diUl +w2(x1, xg) dl‘g
-~
el 3

w:Rsz— wr) € (RQ)*

Vektorfeld:
X = a1(z1,z2) Ry +az(z1,72) D2y
— —
ey €2

w[X](x) = (wra1 + weag)(z1, T2) c: la,b —R% ceCt

Lw:LZMmWWﬁ

b
=/ [wi(e(t))er(t) + wa(e(t)) ey (1)) dt

Dies ist unabhéingig von der Wahl der Parametrisierung!

4.4.23 Satz

Es sei U C R? offen und dU gegeben durch zwei C1-Wege ¢; : [, 3] 2 = —
(z,9:(x)),1 = 1,2 mit ga(x) > ¢1(z) fir z € (a,B) und g1(x) = go(x) fiir
r=aq,p.

Dann gilt fiir jede C'-1-Form w in R?, w = widx; + wadzo die Identitit

Weiter gilt fiir jedes C!'-Vektorfeld X = ala%l + QQ% im R? der Satz von

Gaufl:
8a1 8a2 . .

B B8
=/Xxmmmmmmw—/<xmmmm@mw

Diskussion:

Erlduterungen zum Normalenvektor: Es sei ¢ : [, ] — R? ein C'-Weg.

Normalenrichtung an ¢ im Punkt c(t)
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Drehumg um 90°:

cos(£m/2) —sin(+m/2) 0 F1 ;
= = +
sin(+7/2)  cos(£m/2) +1 0
0 1 1
Jielz + Zieg
+1 0 0

Wir bevorzugen J_ und definieren den Normalenvektor von ¢ im Punkt c(t)

durch ) c’(t)
N =7 ()

(Achtung: ¢(z) = (z, g(x)) ist immer regulér!)
Bemerkung: cregulirer C2-Weg, 0.B.d.A. mit Bogenlinge parametrisiert <=
| (t)] =1 Vt.

Dann setzen wir e (t) = ¢/(¢) und ez (t) = J4 (e1(t)), das ,bewegliche ortho-
normierte Zweibein”.

Also gilt: (e;(t), e;(t)) = &;j.

= 0= {el(t),e; (1)) + (eslt), (L))
wij(t) wji(t)

= wij(t) = —wji(t)

D.h. w(t) = (Wz(t)) i< T wiz = K
! IShis2 —wlg(t) 0

Dann ist

’ Formel von Frénet ‘

4.4.24 Definition

Die so fiir jede regulire C2-Kurve c definierte Funktion x heifit die Krimmung
von c.
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Beispiele:
1) ¢ Gerade = k(t) = 0.

2) Betrachte c : [0,27] 3 t — (cost,sint) € S. Dann ist ¢ mit Bogenlinge
parametrisiert und

e1(t) = (—sint, cost)
-1 —sint cost

0
eat) = Jyer(t) = —-
1 0 cost sint

Dann wird €] (t) = —(cost,sint) = ea(t), d.h. x(t) = 1.

Betrachte
B

[ @y ) o

e N—— N——
unabh. vonParametrisierung auch unabh.

Vektorfelder (konstant)
I,(X)=0
X X

Nach GauB ist I7(X) = [, divX =0 V konst. X.
Aber

Hier sollte die Divergenz von X # 0 sein. z.B.

= 21— —x i
- 18:101 20r

Zum Integral U offen, f € C(U), f >0

fr= s [ or

p€CH(U)
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Aber (U) Ist (¢,) € €(U), so dass lim,, .o ¢ () = 1Yz € U und gleichméifig
fir x € K, K C U bel. kompakt, dann

/f: T
U U

n—oo

4.4.25 Definition

Wir setzen fiir U C R™ offen das Volumen von U: volU := fU 1 < oo

4.4.26 Hilfssatz
1) Jede beschrinkte Menge hat endliches Volumen.
2) Uy C Uy = volU;y < volUs
3) f € C(U) beschrinkt = [, [f| < |[flloc vOlU = f ist immer integrierbar,
wenn vol U < oo.
Beweis
1) ¢ €&Ur) = [, ¢= [, &= volUi < volUs
)

2) Sei U beschrinkt = AR > 0 mit U C Br(0) = volU < vol Br(0) <

vol Qr(0) = (2R)™ < oo
~——
anll[*RaR]

Wieso gilt 4.4.23 fiir allgemeine Gebiete?

4.4.27 Definition

Eine Teilmenge M C R™ heifit ein Gebiet, wenn gilt:
1) M ist offen, 2) M ist wegzusammenhiingend.

Ein Beispiel f € C'(R?)

(x,g(x)) geC'((«,B])

)

% (x,0)

of B Bora@ gf B s
~ [ S wtoty =~ [ [ L payie = [ 1160960 - s

z/wf—l—/wf
Cc2 C1
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W = fa,y)dr,  w = h(z,y)dy
Dafiir gilt 4.4.23!

/%dxdy:/ W /divX: (X,Ny) ...
v Ox oU U oU

Hauptfrage: Was bedeutet 4.4.23(1)?

Untersuchungsstrategie Wie verhalten sich beide Teile unter Koordinaten-
transformation?
Ist ¢ : R? — R? ein C!-Diffeomorphismus, (V) = U

= f:/fo¢|detDw|
U=p(V) v

Betrachte jetzt, mit ¢ : [, 5] — R™ C!-Weg,

B
Jwo= [ o= [ wtweo) Dt
c P(c) «

. g
) =alt)g —+alg . Dult)=| 0 5" | ()
dxy  dxo
0 0
= Dy(e()[¢ ()] = (alill o+ o sz) 2
6¢2 12 an / 6
+ (amOC'Cl“FaxQOC'CQ) 87‘%2
= w(¥(e(t)) [DY(e(®))[¢' (t)]
0 0 0 0
=wy o 1(c(t)) %OC'CiJr Z}; OC~C’2] + wa 0 1h(c(t)) |:a;pfoc~c/1 +a—f§

0
=wy, ()L () + wy, (c(t)) 5 (t)

ocC-

¢
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4.4.28 Definition

1 : R? — R? C*®-Diffeomorphismus, w C*°-1-Form. Dann wird die 1-Form %*w
definiert durch

Urw()[X] = wy @) [DY (@)X (2)]]
und dies ist tatséchlich eine C*°-Abbildung R™ — (R™)*.

4.4.29 Satz

- Lo

R? D U offen, regulirer 90U = C*°-Bogen, d.h. U = ¢([a, b]) fiir einen regu-
liren C°°- Weg ¢ : [a,b] — R2, ¢(b) = c(a).

VL: Mo, 2004-01-12

w € Q(R?), das heifit w = widry + wadre, w; € C°(R?). In speziellen Fillen
gilt der Satz von Stokes im R2, d.h.

8&)2 (%Jl
wi=|w= | dv, dw:=—-—2——€C™®
/8U /c /U Oz1  Oxg (R?)

C sei so orientiert, dass U immer zur Linken liegt.

oU

Annahme: ¢ ist mit Bogenlinge parametrisiert <= |¢/(¢)| = 1.
Wir koénnen eine Abbildung produzieren, wie folgt

(—e,8) x (—¢,8) 3 (x,y) — c(to + z) + yJ+ (' (to + z))

d.h. ¥~1(0U) = {y = 0}. Ist ¢ ein Diffeomorphismus? Dazu berechnen wir

Dip(z,y) = (c'(to + ) + yJo("(to + @) | Jp(c(to + 2)))
= (e1(to + ) +yesh(to+z) | ealto+2))
(1 —yr(to+x))er(to+x) | ea(to+x))

= Dy(0,0) = (e1(20), €2(20))

= Dy(0,0) =1
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Also gibt es ein € > 0 so, dass ¢ : B:(0) — W.(zg = c(to)) ein C
Diffeomorphismus ist mit

$(R% N B:(0)) = We(wo) N
Y(ORZ N B.(0)) = We(z0) N OU
RY = {(,y) €R*y > 0}

1) Reduktion des Beweises von (x):

Wiéhle zu jedem z € 9U eine Umgebung B, ,(0) und ein ¢, : B, —
We(x) wie eben. Weil ¢([a,b]) kompakt ist, konnen wir U U QU durch

endlich viele (Be ., (0))Y; und ein U’ mit U’ C U iiberdecken. Sei {¢;} U
{¢'} die zugehorige Zerlegung der Eins. Dann gilt

N
dw = / dpiw+d ¢'w / do;w
U U ; ~ Z UNWe(x;)

Also bleibt () zu beweisen fiir w mit supp(w) C U N We(x)
2) Wenn U N W.(x) = R} N B.(0), dann gilt

/ dw
Unw.

8w2 8w1>

— = ,x2)dayd
/RimBE(o) (3501 Oz, (21, 22)dw1 s

+oo > 8(.«.)2 8w1
= / / (axl — 8:1,‘2> (1‘1,332)d1‘2d331
+oo +oo
/ / &ug xl,xg)dxldx2 —/ 6WI
0

a 2(x1,x2)dx2dx1
_O+/ (.%‘1, )dxl

OU ={(x1,0);21 €R},  c(t) = (1,0), () =(1,0)

—+o0
Was ist / w= / wn (¢,0)dt ?
ou —00

3) Wir hatten gesehen, dass

[ o fo
Y(c) c
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wobei ¢*w(c(t))[¢'(t)] = w(t(c(t))[Dy(c(t))[c' (t)] mit *w € Q1(B:(0)).

Wenn es nun wahr wére, dass
dyp*w =Y dw = dw o) detDy (%)

dann wéire

/ w:/ w:/w*w: w*w:/ dy*w
U (C) c OR2* R2

(=) / dw o ) det Dy = dw o 1| det Dy|
R2 R2 (B, (0)

:/w(BE(O)ﬁRi)dwz/wa

d.h. (%x) beweist den Satz von Stokes!

4.4.30 Definition

1) Fir U offen im R™ setzen wir:
QU = {w= Zwi(x)dz‘i 1-Form ;w; € C*°(U)}
i=1
Q5 (U) = {w € QY(U); supp w; kompakt in U}

2) Seitp: V — U ein C°- Diffeomorphismus.
Fiir ein Vektorfeld ;" | X; (x)a% in V mit X; € C*(V) setzen wir

[ X] (¥ (2)) = Dip(x)[X (2)]

Weiter setzen wir fiir w € QY(U)
Prw(@)[X ()] = w(¥ (@)X ()]

Wie sehen die Darstellungen in Koordinaten aus?

Dann wird
G(X @) (W) = 3 Xi(w)y (ai) =2 Xi@)Dy(@) (ai 'w)
m " O (z) O
=3xS
i=1 j=1 ! I
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Yrw(z) = éwi"(m)dm
ot @) = vula) () =t (51 )
- jﬁfjlewm)dym) (v (o))
- jfjle () G2 @)
Vrw(e) = i () S (@),

7 1

<
Il

Bemerkung

1) Wir haben nicht verwendet, dass ¢ ein Diffeomorphismus ist! Die Definiti-
on 4.4.20 bleibt richtig fiir jedes 1» € C*°(V,U), wobei U C R™ |V C R™=2

sein kann.

2) Es ist wichtig zu bemerken, dass ¢* : Q1(U) — Q(V) eine lineare Abbil-
dung ist.

(xx) im R? : w = widzy + wadzs

Piw = (wr O¢%+WQC>¢% dxq1 + wlow%—l—wgozﬂ% dzo
ory o1 Oxa 0xs
i (Den 1 G Oun O )
= dpw = (8361 O¢8x1 + O0xo Ow&m) 0xo T owaxlaxg
Owy 81/11 Ows 31/& 377/12 3277112
+ <6sc1 Od’aml + 0xo Owaxl) 0xo tw O¢8x18x2
Owy 0Py Ow Oy \ Oy 321/11
|:<a$1 Owaxg + 8332 Owamg) 8331 T Owaxlaxg
Owy 0Py Ows 0y \ O1g 321/)2
|:<6.’L’1 Owad}g + 81‘2 OwaIg) 8301 tw oq’baxl@mg
_Owi | OUa Oy Owy | Oy Owr | Oun by Own | Oun D
81‘2 81‘1 81‘2 81‘1 8$1 8$2 81‘2 8%‘2 8%‘1 8$1 8332 63:1
Owa Ow1
= —= o1 det Dy — —= o) det Dy
T1 0xo

= dw o 1) det D) = (%)

4.4.31 Satz (von Stokes)

Sei U C R? offen und so, dass der Rand von endlich vielen paarweise disjunkten,
reguléiren, positiv orientierten (U liegt zur Linken) einfach geschlossenen (d.h.
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Cla,y injektiv) C>°-Bogen gebildet wird. Dann gilt fiir jedes w € Q*(R?)
/ w = / dw.
U U

Bemerkungen

1) Es ist auch eine Verallgemeinerung mit mehreren Randkomponenten mog-

lich.

@@Q
%

2) Es geniigt anzunehmen, dass jede Bogenkomponente des Randes stiick-

weise C'* ist.

-

3) Es geniigt anzunehmen, dass w € QY(V) mit V > U.

VL: Mi, 2004-01-14
/. U = fU dw U C R2%, 9U endliche Vereinigung von einfach geschlossenen
regulidren C*-Bogen, 1 : V — U C!-Diffeomorophismus = dw o 1 det Dy =

Y*dw = dip*w mit det Dy > 0.

Wie sollen wir dw fiir w € Q(U) integrieren?
Spekulation: det Dy ist quadratisch in gi?, also sollen wir vielleicht dw als
J

bilineare Abbildung auf den Vektorfeldern definieren?

- 6(4)2 3w1
/wa = /U <8x1 — 8x2> (x1,x9)dx1d2o

Also evtl.:
0 0
dw = w2 %A dry N dxo
0z 0%y ) e —
Bilinearform

, o= {(x,e;), x; € CP(R™).

Wir wissen (!), dass ’ V*(fdx;) = fod(z,; o)

Was wire dann
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0 0
¥ dw 2 (({:i W1> d.]?l A d.]?g)
7 80.)2 &ul *
. &UQ Oow
= <6a:1 8) othdipy N dipy
i GO Y (P O
—w1201/)<al 1—|—8 dx ) <81d1+82d
oYy O oYy O
=w1g 0 1Y aizfiaiwfd 1 ANdx 1+871/)1871/)jd 2 ANdxo
=0 =0
0y Oha 01 0y
+8$152d 1 A dx 2+a28x1d2/\d$1
=—dxiAdz2

;wlg o ’(/) det D’lﬂdaﬁl A dl‘g
1) Wir brauchen also ein “Produkt” von 1-Formen, A, sodass

A x5 0% W Awy = —ws Awy = dx; Ada; = —dx; Adx; =0

2) und: wir miissen wissen, wie man 2-Formen integriert

Q' x Q! 5 (w1, w2) = w1 Aws
Bilinearform auf den Vektorfeldern
w1 Awa[X1, Xo] = wi(X1)wa(X2) — wi(Xo)wa(X1)

= w1 Awy = —ws A w; und bilinear
= w1 /\QJQ[XQ,Xﬂ = —Ww1 /\WQ[Xl,XQ] !

Integration

w € Q(U) = w(z1,12) = wia(1, T2)dry A dzo Mmit wis € C*°(U)
Setze [, w = [; w12

Kompatibilitiat 1 : V — U C*-Diffeomorphismus = ¢¥*w = w01 det Dydx A
dxe in 'V

/ w :/ w12 =/ w1z © ¥ |det Dy = sgn(det Dw)/ Yiw
»(V) »(V) 4 v

Also Vorsicht: die alte und neue Integration stimmen iiberein, solange wir
nur Diffeomorphismen 1 zur Transformation zulassen, die det D > 0 erfiillen.
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4.5 Differentialformen

U C R™ offen

4.5.1 Definition

Mit X(U) bezeichnen wir die C*°-Vektorfelder in U, d.h.
oo m S a
X(U) =C¥(UR™), X(U)> X(z) =) Xi(x)5 -

=1
4.5.2 Definition
QUU) == C>(U)
QFU) s w: X(U)F — C>*(U) sodass
1) w ist k-linear und alternierend
2)
wpX1, ..., Xpl(x) = p(x)w[X1, ..., Xi](x)

X € X(U) = ¢X € X(U) fiir ¢ € C(U) = ¢X(2) = Y _ ¢(2)Xi(z) 5

i=

—

Bemerkungen

1) Q*(U) ist ein R-Vektorraum.

2) QF(U) = 0 fiir k > m, denn

- 0 “ 0
W[X17...,Xk](l') = W [Z XlilaT,...7 Z X]ﬂkax‘| (.'L')

i1=1 ip=1

- 0 0
Z X1i1 X]“ka) |:8x“77axlk:| (x)

i1y =1
m
= Y Xu, (@) Xpipwiy, i (2)
iyerip=1

Dabei ist | wi, ). in ) (x) =sgno - wi, . (x)

3) wiy,...i, =0, falls nicht alle 5, verschieden sind.
Wiy ...ir & 0 hochstens dann, wenn k < m und {i1,. .., 4} eine Teilmenge
von {1,...,m} mit k Elementen ist.
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4.5.3 Definition

Fiir w; € Q% (U), i = 1,2 setzen wir

wiAw2 [ X1, Xy, X1 -+ s Xy o)

1
= ke ko ! Z Sgno - wi [Xa(l)a"'aXa(kl)] w2 [Xa(kl—i-l)v"'aXa(kl-&-kg)]
e TESky +ky

4.5.4 Hilfssatz
Das Dachprodukt (“wedge”-Produkt) hat folgende Eigenschaften
1) Es ist wohldefiniert.

2) Wenn wir A durch Bilinearitit erweitern auf

dann ist A assoziativ.
3) Fiir w; € QF (U) ist
w1 Awy = (—1)k1k2w2 A wy

Beweis

1) w1 Aws ist sicher eine k; + ko-Linearform, und es gilt 4.5.2 (2). Sei jetzt 7
die Permutation 7 (i) = j, w(j) =i, w(l) =1 fiir | # i, 5. Dann wird

wiAw2 [Xr1)s - Xk hs)]

1 _
= W Z sgn(mmr l)wl [Xaﬂ'(l)a cee 7X<77r(k1)] w2 [Xoﬂ'(kl-‘rl)a BERE) Xo’ﬂ'(k:1+k2)}
1°h2: TESky +ky
1 _
= k] Z sgnosgnm ' wi [Xo), - Xorn)] w2 [Xor41)s-- s Xo(krtks)]

OESk, +ko

= —w1 /\wg[Xl, .. -;Xk1+k2]

2) (Ubung)
wj = Zwﬁk] = w1 Awy = Z wgk] A wgc/]
k=0 k,k’>0

3)

1

w1 A\ wg = W Z sSgno - wq [Xo(l)a---aXU(kl)] wa [Xa(k1+l)7~-~7XU(k1+k2)}
Lhva: 0ESk, +ko
1

=i 2 s Koty Xotearn Jwr [Xo s Xogu]

0ESky +ko
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1 _
= kgl > sen(o o pwn [Xouys s Xowtka)| 01 [Xoptratn)s s Xopthstr)]

= sgn /flwg A

. 1 ko ke +1 - ki+ ko
mit p =
ki+1 - ki +ke 1 k1
_ k1
= sg it = ((F1))" = -1k
Bemerkungen

1) Q(U) ist eine R-Algebra unter + und A.

2) QV(U) := Py, Q*(U) ist eine kommutative R-Algebra.

3) Q(U) ist ein Modul iiber Q°(U) = C>(U).

4) Insbesondere gilt da; A dxj; = —dx; A dwx;, dx; Adx; = 0.
)

5) Allgemeiner ist dm“/\ NAdz;, € QF(U), wenn {iy, ..., i} eine k-elementige
Teilmenge von {1,...,m} ist. Es gilt

dziy A .. Ndg, =dz, Ao ANdxg,, sgno
Also koénnen wir uns beschrinken auf die Menge I* der k-elementigen

Teilmengen von {1,...,m} ~I™. Fiir [ € I¥, I = {i; <... < i} setzen
wir dey i=dx;, A... ANdx;,.

U € R offen,
U)zEBw’“(m
Q° (U)=C°°( )

Qk(U) {w: X(U)F — C®(U); w ist k-linear iiber C*°(U) und alternierend },k > 1

R-Vektorraum unendlicher Dimension und ein Linksmodul iiber C*°(U).

Wedge Produkt:
Ok (U) X QkQ(U) = (wth) — w) Aws € QF1tk2 (U)
= (Q(U), A) ist eine (assoziative) Algebra und (Q°¢V(U), A) ist eine kommutative

Algebra.
w1 AN Wo = (71)k1k2w2 A w1



4.5 Differentialformen

293

Bemerkung (Q(U), A) ist eine Z-graduierte Algebra, das heifit

QU) =P aFU) md QM (U) A (U) c oM RR(U)

kEZ
Erinnerung
sgn o

(UI/\UJZ[XI,"')Xkl-‘r’CZ] = Z le[xg(1)7...,Xo—(kl)}w2[Xa(k1+l)"'

TESky +ko 1
Schreibweise

dxi, N... ANdz;, = sgncrdxid(l) TARERWA dxia(k)

Beispiel

d$i1A~~~/\dxil /\.../\d.’EiH_T /\/\dLCZk
:(dl‘“ VANAN dxil,l) AN (dﬁC” A dl‘il+1 A (dl?il+2 VANAN dl’lk)
= — (dl‘“ A A dl‘il,l) AN (dxiz+1 N d$”) A (dl‘in A A dﬂ,‘lk)

=(-=1)""" Yy, AN dry,, Al A da;, Ao Ndg,
—— ~—~

1 -te Stelle r+1 -te Stelle

. aXa(k1+k2)]

(=1)"dwsy, Ao ANdxgy Adzg, Ao Ndag,, Ndag, Ndag AN dag,

I* := { Menge der k-clementigen Teilmengen von der Menge {1,...,m}}

4k = (’:) I={ii<ir<.. <igt dor=dzs, A...Adz;,

4.5.5 Hilfssatz

Fir X; € X(U),1 <i<k,und I € I}" gilt

drg[X1,... Xe] = > sgnodu, [Xe)] ... dwi, [Xo )]
o€Sk

k=2 dxi A d.%‘Q[Xl,XQ] = da?l[Xl]dIQ[Xg] — dl‘l[Xg]dl‘g[Xl]
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k>2 bewiesen, I € IF1 " := I\ {ix11}, X € X(U), 1 <i<k+1

dm[[Xh s 7Xk+1}
= (dCE“ VANIAN dxlk) AN dl‘ik+1[X1, ‘e ,Xk_._ﬂ

sgno
Z o der (Xo1)s s Xowy]dws, [ Xo(er)]

UES}C+1
sgn o sgnm
= Z Tdmil [Xam-r(l)] e dxik [Xa'ow(k)]dxik+1 [Xa(k+1)]
o€SK11 :
TESk
k+1

sgnosgnm
= Z Z Z deh [Xao‘n'(l)] T dxik [XO'OT((k)]dxik+1 [Xo(k+1)]

=1 weS UGSLJA

[Dabei ist o € S}, |, <= 0 € Sp1 und o(k+1) =1]

[Fiir O',O'lES]lC_H gilt ol_looES;C UZO’lOUl_loU.]
- sgn o sgn
= Z Z Z dezl [Xaow(l)] e dzik [XUOTr(k)]dxik+1 [XO'TI'(]C-"-I)]

TeSE 1=1 sest
oO=010p,pESE
k+1
Sgn o7 sgn pm
=222 1 @ialXeopr ] 4w [Xoopm(n]d@i s [Koropn(hn)]
TESE =1 pESk :
k+1
= Z Z sgn (07 0 p)dx;, [X. o’zop(l)] “dzy, [ X, Ulop(k)]dxik+1[XO'LOp(k-‘rl)]
=1 peSk
k+1
=3 Y sen(o)de, [Xo)] - dwiy [Xom |dai, ., [Xoger)]

l=loesi

= Y sen(o)duy, [Xo) - day [Xom|di, ,, [Xowi))

0ESk41

weQMU), X; e X(U),1<i<k

m
multilinear
w[Xl,...,Xk] = Z Xlil"'inkw[

i1,.ip=1

alternierend 0 0
= E E Xl’ig(l) szg(k) 9 T B
xla(l) xla(k)

I={i1<...<ip} 0ESk
O{1,...,n}

alternierend 7]
= Z Z Sgnow [ " O ] Xtigay *+ Khiga
1k

Ielk, o€Sk

I
€
£
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Andererseits ist

dl’][Xl, ..

Denn o(j) =1l<j=0"1() sgnoo~

. ,Xk] = Z sgn O’dl‘il [Xo(l)] [N dl‘zk [Xa(k)] = Z sgn UXU(I)il ce Xo(k)ik

€Sk €Sk
—1
= } : sgno Xy Xhiy oy = Z g0 X1i, ) Xkiy
oSy o€Sy

I =gsgnosgno™! = 1.

= WXy, Xe] = Y wrde[Xy, . Xy,
Ielk

m

4.5.6 Hilfssatz

Jedes w € Q(U) lasst sich schreiben als

m
w = E wrdxy

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten w; € C(U).

Einsformen: ) w;dx;

Im Allgemeinen wird dann, mit w? € Q(U)

wl +w? = Z (wi + w?)dxg

Transformationen

k,IcIF,
W Aw? = Z w}w%dm; ANdzy
k! 1T
V cR™ — UcCR™
QV) & QU)

4.5.7 Definition

Fiir X; € X(V),1 <i < k,w € QF(U) setzen wir

1/)*(,(} [X17...,Xk] = u}[’(/)*X]_,...,w*Xk] O’(/)
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Das ist wohldefiniert, weil

“ 0 “ 0
V. Xi(z) = ZXij(JUW = Dy () ZXij(f)fbc
, 3:3] : Ox;
Jj=1 j=1
a awk 3| S0 2 | i 2
Z azk a: - ; ZX” oz, (y))ayk ly
::y ﬁ_/
eC>(U)
Bemerkung

AltF (v, W) = {¢: V" - W;¢ multilinear und alternierend }
Symmk(V, W) = {gi) :VE - W;¢ multilinear und symmetrisch }

4.5.8 Hilfssatz

Seiw € QF(U), dann definiert w fiir jedes x € U ein Element w(z) € Alt"(R™, R)
durch die Vorschrift

w(z) [X1,..., Xi] = w [X1,..., Xi] (2)

fiir jede Wahl von Vektorfeldern X; € X(U), X;(z) = X;.

Beweis Es gibt natiirlich immer Vektorfelder X; mit X;(z) = X, 2.B. X;(z) =
X;. Wir miissen deshalb nur zeigen, dass w(z) unabhéngig von der Wahl der
Vektorfelder X ist. Seien also X;, X; € X(U) mit X;(z) = X;(z). Dann ist

w[Xl,...,Xk] 7&)[)21,...,)2]6}
:w[Xl —Xl,X27...,Xk]+w[X1,X2—X2,...,Xk]+...
+w[X1, ., X1, Xi — Xi

k
Z . Z 1, X X’L aXl+17"'7Xk
— H,—/
N =0, bel =z
Also geniigt es zu zeigen, dass w[X7, ..., Xx](z) =0, wenn X;(x) = 0 fiir ein 1.

0.B.d.A. X;(z) =0, dann gilt

E leh (z,2)

eCOO(U)

z.B. durch Taylorformel mit Integral-Restglied. Also gilt

m
wXi, .., Xkl +2) = Zziw[f(li(x,z),Xg,...,Xk}(x—l—z) =0firz=0

=1
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Operationen
v:Vor=(r1,...,20m)—y=(y1,---,ym) €U, U,V C R™ X,;,Y; Vektorfel-
der.

(*)  YrwlXy,. . Xp(2) = w((@)) [ (2) X0, (@) X
4.5.9 Satz
Es sei V. C R” und U C R™ offen und ¢ € C*°(V,U). Dann definiert (x) eine
k—Form *w € QF(V) fiir jedes w € QF(U).
Beweis
Weil w(y) wohldefiniert ist in Alt* (R™ R) und weil (x) eine C°°-Funktion in V
definiert, folgt die Behauptung. O
4.5.10 Hilfssatz
Es seien V. C R*", U C R™ offen und ¢ € C>®(V,U). Dann gilt fiir w =
Zlelfn wrdyr:

Prw = Z wr o (d(ysy, o) Ad(yi, o) Ao Ad(ys, o))

Ierlk,

Dabei ist y;(y) := (y, e;), also y; o) = 1; und d(y; o ¢)|o = Y, gfk (x)dx.

Beweis

Wir berechnen

Yrw[Xy,. .., Xg] ()
— (@)X, B X]

— Z wr (W (x))dy; (Ve X1, X

Ielk, P(=)

m

= Z wr(Y(z)) Z Sgnadyn[?/)*Xa(l)] - dyi, [1/)*Xa(k)]

Ielk, oESk

2N wi(@) Y senod(ys, 0 V)a[th Xow) - Ay 0 V)la[ Xowm)]

Ierk, oE€Sk

= Z wr(Y(@))d(yi, oY) A Ad(yiy, 0 P)|[ X1, .., Xi]

Ielk

m

- Z wr o Y(d) [ X1, ..., Xk

Ielk

m

(Dabei ist (dy); = dy;.)

4.5.11 Hilfsatz

Fir w; € QU), j = 1,2, gilt ¥* (w1 Aws) = P wi A YP*ws, dh. ¢* ist ein
Algebra-Homomorphismus. (¢* wird pull back genannt.)

VL: Mi, 2004-01-21
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Beweis

Es geniigt, w; = wr,dyy, fiir Iy, I C {1,...,m} zu betrachten. Dann ist

w1 Nwg = UJ[ldy[l A\ O.)Izdyjz
= wrnwr,dyr, Ndyr,

= fwr,wrdyr,ur,

Dann wird

Y™ (w1 Awz) = £(wy, -wrp,) 0 w(dw)hwz:{il7,,,,%%2}
= :‘:(wh . WIQ) e} d) (dy“ VANIAN dyik1+k2)
=wn © w "Wi, © ’(/)(d¢)11 A (dw)h
=P w1 AP w

Integration von Differentialformen

Spezielle Differentialformen:
QU) = C=(U)

QY U) = {iwid@ | w; € COO(U)}

i=1

QMU)sw=w1, mdri A... Ndzy — CP(U)
S 9
1,..., m — 8.1317.”78337”

Q"NU) s w =Y widzi AL Adzi A A day < QUU).

i=1

4.5.12 Definition
Seien U C R™,w € Q™(U). Wir definieren:

/w = /w [;:cl”&} (x)dx  (falls existent.)
U U
Dies ist endlich z.B. fiir w € QF*(U)!

Erinnerung R?
regulirer C* Bogen = ¢(I),c/(t) # 0,c € C*(I,R?), ¥ =c

(0= wtve [v. (5)] = wtwioniena)
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Ich kann definieren:

[owi= [wtwole o)

I

Aber wir wollen definieren |, (U)W unabhéngig von 1. Also brauchen wir ein
Analogon fiir regulidre C* Bogen in R2.

Betrachte eine zusammenhéngende Teilmenge M C R™. Wir nehmen an,
dass jeder Punkt p € M eine Umgebung B.(,(p) bestitzt, mit der Eigenschaft:

1) Es gibt eine offene Menge V,, C R¥, 0 € V,,, und eine differenzierbare
Abbildung 1 : Vj, — R™ mit ¢(V,) = B, (p) N M.

2) 4 ist eine reguldre Parametrisierung (oder B, (p) N M ist ein regulér
parametrisiertes , Flachen”stiick), d.h. 9 ist eine injektive und eigentliche
Immersion. (vgl. 4.3.10)

4.5.13 Definition

Jedes M C R™ mit der Eigenschaft, dass M lokal regulér parametrisierbar iiber
R* ist, heifit eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Beispiele:

1) Regulér parametrisierte C'*° Bogen sind lokal 1—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten.
Beweis: Implizite Funktionen (bzw. der Rangsatz)!
Global kénnen Probleme auftreten!

2) feCc®( V. RY setzep:V 3ax— (z,f(x) € RFF = 4 ist eine

cRrk offen
injektive, eigentliche Immersion. D.h. G(f), der Graph von f, ist regulér

parametrisierbar.

Beweis: Sei P : R¥*! — R* die Projektion auf die ersten k Koeffizienten.
= Poy(z) =z, also ist ¢ injektiv und eigentlich:

Ist K C R**! kompakt, dann

r ey I (K) < ¢(z) € K <= x € P(K) kompakt

1 ist Immersion wegen rg, ¢ =k Vo € V.

4.5.14 Definition

Wir definieren eine lineare Abbildung d : QU) — Q(U) mit d(Q*(U)) C
QFL(U) durch:
d(CU[dJ)I) =dw; Ndxg

wobel dwy = >0, %d%‘
QU) > w = 3 e wildf)r, wobei fi € C*(U), 1 < i < m, (df)r =

dfi, N ... Ndfs,
Dann wird ¢*w = Y, wrod(f ot)s.

VL: Mo, 2004-01-26
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Fiir g € C*®°(U) = Q°U) schreiben wir ¢*g := g o1 (in der Definition
enthalten), sodass ¥ w =Y ¥ wr(dy* f) 1, wobei gilt dip*g = ¢*dg, also auch

(d* f)r = (W df)r = dfs, A ... ANP*df;,

U C R™ offen und beschrinkt, 0U = m — 1-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von R™, kompakt.

Erinnerung Jeder Punkt p von M besitzt eine offene Umgebung U, in R™,
so dass U, N M = ¢(V,), wobei gilt
1) V, ist offen in R™~! V, 3 Orgpe M

2) 1 ist eine injektive eigentliche Immersion.

Beispiele
1) Regulér parametrisierte C*°-Bogen (-Kurven)

2) Reguldr parametrisierte Flichenstiicke

4.5.15 Hilfssatz

Essei F' € C°°(R™, R"~™) und yj sei ein regulirer Wert von F. Dann ist £~ (yg)
eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimension m.

Beweis
Yo ist regulirer Wert <= Vp € F~1(yo) : DF(p): R™ — R ™ ist surjektiv.

Fixi F—l —- — I it ei Zerl _ ’ "
ixiere p € (Yo), p =: xo = (x{,x]) mit einer Zerlegung x = (_z’ , a" )

m n—m
so, dass Do F (), z(j) invertierbar ist. Das kann erreicht werden durch eine Um-
nummerierung der Variablen, allgemeiner dadurch, dass ich F' durch F o
ersetze mit ¢y Diffeomorphismus bei p.

Dann ist der Satz iiber implizite Funktionen anwendbar (auf F(z/,z") =
F(z',2") — yo). Also gibt es offene Umgebungen V,, von z{ in R™ und W, von
xy in R™™™ und eine differenzierbare Abbildung g : V,, — W), so, dass

F~(yo) N V, x W, ={(a',g(z")) eR™; z €V,}
——
=:U, Umgebung von p

D.h. mit ¢(z') := (2/,g(2')) ist ¢ : V, = F~1(yo) N U, eine injektive und
eigentliche Immersion mit Bild F~!(yo) N U,. O



4.5 Differentialformen 301

Bemerkungen und Beispiele

1) S™ ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™+1: §™ = F~1(1)
fiir F(x) = |z|?, d.h. wir miissen zeigen, dass 1 ein regulidrer Wert ist. Nun
ist

Df(x) =grad F(z) =2z # 0 fir |z| =1

S™ = 9B™(0) ist also gut fiir partielle Integrationen.

2) Streng genommen haben wir den Hauptsatz bewiesen fiir F = F oy, so

dass F~1(yo) = vo(F~ (1))

Also benétigen wir:

4.5.16 Hilfssatz

Ist M™ C R™ eine Untermannigfaltigkeit und ¢ : R™ — R" ein Diffeomorphis-
mus, so ist auch ¢ (M™) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweis
4 W v(U,
y B
V,cR M (M)
Integration dxqy---dxy, —dry N...Ndxy,
iterierte 1-dim. Integrale m—Form

Q*"U)sw=wi, mdx1 A...Ndzy,
B 0 0
81‘1 7 0xm,

/ “’_/ [axl B0y @

Zur Erinnerung: Im R? gilt fU dw(z)dx = fan wobei die Orientierung
von OU wichtig ist!

a) Differentialformen w v/
b) Untermannigfaltigkeiten v/
¢) Integration iiber Untermannigfaltigkeiten mit Orientierung ?

d) w— dw
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4.5.17 Hilfssatz

[ )
cp: W S5 V =
w d) CRF CR™ CRm™

Es gilt auf Q(U):
(Yog) =g oy
Funktorielle Eigenschaft des pullback

o oyt QW) L o) L o)

Integration von k-Formen iiber k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten im R"

1. Fall Betrachte w mit suppw C U,

Up
N
. Yy 3 v,
Y w bi=0,00,
/\
—_—— —_—
Vo 174

Versuch Wir definieren

e *
/ w = / Ypw
UpNM v,

Wie unabhiingig ist das von der Wahl von 1,? Ist ¢, : V, — U, N M eine
zweite injektive eigentliche Immersion, dann gilt

Tk ? *
[wpw <—>/ '(/}pw
Vp Vp
Linke Seite:

~ 0
7,/} w*/ Ypw [8.1'1 . (‘3xk] (z)dxy - - dxy,
=:hp(x)

= / hy(z)dx = / hy o ¢p(x) |det Doy ()| dz
»(Vp) Vp
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Rechte Seite:

L[ hy(6y(e) det Doy (a)ds
v,

Dabei benutzt: Ist ¢ : R™ DV — U C R™ ein Diffeomorphismus, dann ist
fiir w € Q™(U):

(p*w)(x) = wi.__m o d(x)dpr(z) A ... Adpm(z)
conmod(e) Y 2 Do A A,

8$i1 89:%

o) OTg(m)

drxi A ... Ndx,,

4.5.18 Definition

Es sei M™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".
1) Jedes Paar (V,,1,) heifit eine Karte von M.

2) Eine Menge 2 := (V,, ¥p)pemrc i heiit ein Atlas von M, falls

U (V) o M.

peEM’

3) Die Funktionen ¢, ' o4y, : 1, YUy, NUp,) — ¥, 1 (Uy, NU,, ) sind Diffeo-
morphismen (Festlegung auf Graphen, z.B. ¢, (x) = (2, gp(x)) macht das
automatisch!), sie heien die Ubergangsfunktionen des Atlas 2.

U
y Upz
f (IJPZ

4) Der Atlas 2 heiit orientiert, wenn det D (1, ! 0 1bp,) > 0.
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4.5.19 Satz

Sei A = (vp,,¥p)per ein orientierter Atlas von M, und es sei (f;)Y, eine
Zerlegung der Eins auf M mit supp f; C V,, Vi. Dann ist fiir w € QF(R")

[ o= [ vt

Wahl =1

Dieses Integral ist unabhiingig von der Wahl der (f;) und des Atlas 2/, solange
VL: Mi, 2004-01-28 fiir einen beliebigen anderen Atlas 2/ A U2l orientiert ist.

Satz von Stokes

m ’
@Vpc R Ox)

m-1

C Rm—l
Y (Vo NR™ Y =0M N U, im_1(2') = (2/,0)

1) OM ist eine (m — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, M und
damit OM sei kompakt (z.B. M = B*(0)).

2) Wiihle einen endlichen Atlas (Up,, v, )L ; mit

(a) det D, (x) >0 Vz eV, Vi
(b) falls Uy, N OM # 0, dann sei 1, (2/,t) € M fiir 0 < ¢ < to = to(2)

3) Wiihle zu der Uberdeckung (Up,)E_| von M eine zugehérige Zerlegung der
Eins (f;)L, (d.h. f; € C°(Uy,) und 3 fi(x) = 1 fiir « in einer Umgebung

von M).
4) Fiir n € Q™(R™) setzen wir

[o=[ ol = [
Mﬁ Mﬁ 83&1’ aaxm 1 m — Ju il

5) Fiir w € Qm~H(R™) setzen wir

[ f, o

SUPPCUM :d’pi (Vpi )

m—1

- ) 0
— E —_1)™ i* *(f e A
121( ) /]Rmi1 lm—lwpi(fzw) 856/1’ ’ oz’ dml dxm—l
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4.5.20 Satz

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir jedes w € Q™ 1(R™)

/ w= / dw mit dw € Q™(R™).
oM M

Es bleibt noch d zu untersuchen.

Erinnerung (4.5.14) d: Q(U) — Q(U) ist die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung mit (g, f; € CX(U), 1< i < m): d(g(df)1) = dg A (df)r € 2+ (U),
wenn [ € I¥.

Diskussion
1) Fiir w € Q°(U) = C>®(U) ist dw = g—;dmi.

2) Was ist d®> =dod?
Betrachte w = gdx;, dann wird

dw=dgNdzr; = Z <§gdxj> ANdxy
TR

dg 0%g
d(dw) = XJ: d@ Adzj A drp = ; S 0m dry A dxj A dey

0%g
= Z+Z dri Ndxj A dry

o s 9w
0%g 0%g

3) we QNU), w=Y,widz; =

8&)1' 6w]‘
dw—z (5‘%— — 3:52-) dz; N dx;

i<j

Notwendig fiir w = dn mit n € Q°(U) ist also dw = 0 <= g‘; = g‘;’: die

Integrabilitdtsbedingung.

4.5.21 Definition

w € Q(U) heifit geschlossen oder ein Zykel, falls dw = 0; w heiit ezakt oder ein
Rand, falls w = dn fiir ein n € Q(U). Insbesondere sind alle exakten Formen
geschlossen.

Die Vektorriume (2% (U)) zusammen mit den Abbildungen dj, := d|QF bilden
also einen Komplex, d.h eine Sequenz von Vektorriaumen und linearer Abbildun-
gen mit dk ] dk—l =0 Vk.

0 0wy & ot & ..t gty Tt am) 2 o
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Dann gilt im di_1 C ker di; der Komplex heiflt azyklisch, wenn im dy_; =
ker di, Vk. Allgemeiner heifien die Vektorriume H*(€,d) := ker dy/im dj_;
die Homologiegruppen des Komlexes.

Speziell heifit der Komplex (Q(U),d) der de Rahm - Komplex von U, die (Ko-
YHomologiegruppen werden mit H%; (U) bezeichnet.

dr + —Z—dy € Q'(R?\0) ist geschlossen,

; - v
Bemerkung Die Form wy = 2775 4y

aber nicht exakt. Denn dann ware

27T:/ w:/ dn:/ n=0.
51 51 as1

= Hig(R*\{0}) # 0

4) Wie verhilt sich d beziiglich des Wedge-Produktes?
Betrachte wy = g1dxy,, wa = gadxy,, so dass

w1 Awe = g1gedxr, Adzp,.

= d(w1 Awe) =d(g192) A dxp, Ndxr,
= (q1dg2 + g2dg1) A dxyp, Adxy,

0 0
- Z (91392 + 92 91) dr; Adrp, A\der,

9 0

— Z (8? dr; A grdxr, Ndxr, + %d% Ndxp, N 92d$12)
= (=1)#*1w; A dwy + dwy A wa

D.h fiir w; € QF(U) gilt

d(wl A\ U.)Q) = dwl N wo + (*1)191(4)1 A\ dWQ.

5) Eigentlich miissten wir d definieren durch die Formel d(gdx;) = dg A dx;,
weil das eindeutig ist. Dann folgt

d(gdfr) = d(gdfi, A--- Ndfi,) = dg A (df)1
Also ist das OK!
6) Sei ¢ € C(V,U) und w € Q¥(U), 0.B.d.A. w = g(df);. Dann gilt:
V'w=gopdy(fo)r=gop( (duf))r
Also ist

dy*w =dy(go) Ndy(fo)r
dyw = dg A (df)r

Ydyw = (dug) ANV (du i =dv(go) ANdy (f o) =dvip™w
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d.h. ¥*d = dip* d.h. jedes 9* ist eine Komplexabbildung

0——QU) 2 om0
lw* 5 5 lw*
0——00(V) . Igmyy g

Insbesondere induziert * Abbildungen

HgR(U) -

\

Hig(V)
\V
wAdPHU) w4 dQEL(Y)

dw =0, dY*w = 9*dw = 0.
4.5.22 Satz

Die Abbildung d (die Cartansche Abbildung) hat folgende Eigenschaften:
1) Fiir w; € Q% (U) gilt
d(wl N UJQ) = dwl N wo + (—1)k1w1 A\ dwg.
2) Fiir ¢ € C=(V,U) gilt
dy*

V.

Beweis des Satzes von Stokes Es geniigt, dass fU dw = fU nom w fir
P P
w € Q™1 (R™) mit suppw C Up,.

1) Das ist sicher richtig, wenn U, N M = (). Denn wir haben

m
w:Zwi(x)dacl A Adx; A AN dx,,
i=1

also

I

dwi(z) Adzy A~ Adag A+ Ada,

~
Il
—

W —~
m%(x)dm/\d:m/\~~/\dxi/\~-~/\d:nm

Il
.MS
Q| Q

o
Il
—

-

(—1)1‘71%("5%&‘1 A Ndxy,

I

-
Il
-

:>/ dw = 0, wenn U, N OM = 0.
Up
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2) Sei U, N OM # . Dann schreiben wir (R} = {z € R™|z,, > 0})

/ dw—/ *dw—/ dippw
VCR'YL
L= [ w
V,NRm 1 UpndM

Also betrachte & € Q' ' (R™) und zeige, dass
i = (—1>m/ "o
R Rm—1

sz Ydzy A Adzg A A dag,

do(z) = (Z(n“gg (x)) dzy A Adap,

v, 1<i<m—1,
im—1(2") = (2/,0), d.h. z; 041 =

i*O(2") = O (2/,0)day A+ Adal, 4
Also folgt endlich:

m - 6~i
= /m Z(_l)lflait‘;(xh sy I‘m)dzl . dl’m
too +o0 o -
= m 1/ / / (;Zm Ilv"'7xM)d931"'dxm
- (—1)m/[R | Gu(a’ 0)dat - dal,

[ s

Differentialformen in U C R™

1)

m
R

VL: Mo, 2004-02-16

QU) =@t )

QU)sw: XU 3 (X1,..., X)) — w[Xy,..

C°°(U)-linear und alternierend, genauer:

w[X1,. .., Xe(z) = w@)[X1(2), ..., Xp(2)] mit w(z) € AltP(R™).

LX) € ()

2) Q ist eine graduierte R-Algebra unter dem wedge-Produkt oder &ufleren
Produkt (Grassmann ~ 1860), wobei fiir w; € QY (U), 1 <i < k:

5 Z sgnawl )] [XO'(’C)]'
oE€Sk

W1/\.../\wk[X1,...
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3) Es gibt eine lineare Abbildung, die Cartansche oder dufSere Ableitung d =
dk : Qk(U) — Qk—H(U), d(w[dl‘]) = do.)] /\d.%‘], dowo = Zz %dl‘“ wo €
QV(U) =C>=(U) mit

1) dgt10dr, =0 (Komplexeigenschaft)

2) dpsi(wi Awp) = dpwp Awy + (=1)Fwy, A diw; (Leibnizregel)

4) De Rham-Komplex

0=ty Rty B st o) o

de Rham-Cohomologie: H5,(U) = ker dy, /im dj_,

topologische Invarianten
Br(U) := dim HE,(U) heifit die k-te Bettizahl von U.

Beispiel

1) Wir haben gesehen, dass H}5(R?\ {0}) # 0 :

/ ww #0,, aber dywy =0
Sl

(ww: Windungsform)
2) Was ist Hl,(U)?
HY5(U) =kerdy/im d_; = kerdy = {f € C*(U); df =0}

={f € C>*(U); f konstant auf jeder Wegzusammenhangskomponente}
— R# Zshgskomp. __ R#‘I\'[)(U)

5) Transformationsverhalten
offen
Y eC®(V,U), V C R", we Q¥U) =

PrwlXy, .. X () = w(@(2)) [D(2)[Xi ()], .., DY (a)[ X (2)]]

so dass ¢*w € QF(V).
Also gibt es eine Abbildung ¢* : Q(U) — Q(V), so dass

1) ¢* ist ein graduierter Algebra-Homomorphismus.

2) ’(/J*dU = de*, d.h. P* ker dU,k C ker vaC,’(/J*im dU7]€_1 C im dv7]€_1
= 1)* induziert einen Homomorphismus HX,(U) — H5, (V).

ffe

3) Ist ¢/ : RF S"W = V eine weitere Abbildung, so gilt:

P Pp*w = (¢ o p’)*w (funktorielle Eigenschaft).
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6) Untermannigfaltigkeiten Atlas (U;, ¢;)

m-1

M

¢ € C*°(V,U) ist injektive und eigentliche Immersion, z.B. ein Graph, ¢ €
C>®(U, V) mit ¢potp =1dy.
7) Differentialformen auf M
f: M —RYNist C® <= fo e C>®(V,RY) fiir alle Karten 9, also
C®(M)={f: M —>R; foyp eC>®(V)V Karten ¢}
T,M = {X € R™; X = Di(¢(p))[X] fiir ein X € R™ ! und eine Karte ¢ mit ¢~! = ¢)}
= im Dy(¢(p))

Das ist unabhéngig von der Wahl der Karte, weil ¢’ = ¢ o9~ ! 04/, also

Dy'(¢'(p)[R™ '] = Dyp o™ o /(¢ (p))[R™ ]
= Dy($~ 00/ 0 ¢/ (p)) [D™ o) (¥ 00 0 ¢/ (p))[R™ ]
= D(¢(p))[R™]

Also setzen wir
X(M)={X €C®(M,R™); X(p) € T,M Vpe M}
und definieren
QF ={w: X(M)F — C>°(M); wist C>(M)-linear u. alternierend}

— P*w € QF(V) V¥ Karten 1

8) Orientierbarkeit

M™~1 heifl orientierbar, wenn es w € Q™7 1(M) gibt mit w(p) # 0 Vp € M.

Sind w; € Q™M) mit wy (p), w2(p) # 0 Vp, so gibt es ein a € C®(M), a(p) #
0 Vp, mit wy (p) = awa(p). Denn lokal ist w;(z) = fi(z)dziA.. . Adxpm—_1, z;(p) =
(e;, d(p)) mit fi(x) #0Vax € V.

= a(Y(z)) = szgg unabhingig von der Wahl der Koordinaten. Jede sol-
che m — 1-Form wird mit voly; bezeichnet, wenn sie einmal gewdhlt ist. Wenn
M wegzusammenhéngend ist, gibt es bis auf Multiplikation mit positiven C>°-
Funktionen nur zwei Moglichkeiten.
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Beispiel: volgm = +dx; A ... A dx,, Die Wahl von vol;; im orientierbaren
Fall bestimmt eine Orientierung durch Auszeichnung von Karten: wir lassen
nur solche 1 zu, die 9* volps = oy volgm—1 mit ay, > 0 erfiillen.

Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten, die durch + voly; charakterisiert werden.

9) Integration von m — 1-Formen iiber M

(Ui, ¢i)icr orientierter Atlas, (f;) C C°(M) Zerlegung der Eins mit supp f; C
Ui, dann definiere fiir v € Q' (M) :

[T

il
Das ist unabhéngig von der Wahl der Zerlegung der Eins und des orientierten
Atlas.

10) Randorientierung

- off

OCen R™ orientiert durch vo~1]Rm =dx1 A ... ANdx,,. Wir brauchen aber auch
eine Orientierung von M = oU:

Wir bezeichnen mit N,(p) die duflere Normale an M im Punkt p; es sei

N, € X(R™) ein Vektorfeld mit Na|M = N,. Dann setzen wir

volp[ X1,y Xin—1](p) := volgm [Na,f(l, cooy Xm—1](p)

e

1

(e1, e2) richtig orientiert, also auch (—eq,e1)

Dann gilt fﬁdw:fagi}“ww iy M —R™

Noch zu tun

0, k>0

1) Poincaré-Lemma: Wenn U ~ R™, dann ist Hf,(U) = HEp(x) = {R k=0

2) Die Lie-Ableitung und Cartans magische Formel

3) Der Hodge-Operator

4) Die Maxwell’schen Gleichungen der Elektrodynamik (aber vorher die Glei-
chungen der Mechanik)

symplektische Form: w € Q2(M?*), dw = 0, w nicht entartet, d.h. w* =
wA ... A\w ist eine Volumenform.
—_——

k—mal

5) Spezielle Strukturen, die durch Differentialformen definiert werden



VL: Mo, 2004-02-02

Kapitel 5

GewoOhnliche

Differentialgleichungen
(GDGL)

5.1 Existenz- und Eindeutigkeitssitze

5.1.1 Die Bewegungsgleichungen

Bewegt sich ein Massepunkt P der Masse m im R3, so bezeichnen wir die Orts-
koordinaten des Massenpunktes zur Zeit ¢t mit z(t) € R3.

Geschwindigkeit & (t) := 22 (t)

Beschleunigung i(t) := %(t) eR3

P bewegt sich unter dem EinfluBl einer Kraft K : R x R3 x R? — R3.

Die Bewegung wird durch die folgende Gleichung beschrieben:

(1) mi(t) = K(t,x(t), (t))

Die sogenannten Newtonschen Bewegungsgleichungen sind ein Beispiel fiir eine
Differentialgleichung 2. Ordnung.

Beispiel (freier Fall) Ein Korper der Masse m fiillt aus geringer Hohe P ohne
Luftwiderstand auf die Erdoberfliche. Welchen Weg hat er in der Zeit ¢ zuriick-
gelegt? Der Korper habe im Punkt P die Geschwindigkeit vg. Die Schwerkraft
betrigt nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz K = m-g (g = Erdbeschleu-
nigung = 9,817%).

(1) mi(t) = —mg
(2) Z(t)=-g (DGL des freien Falls)
Durch unbestimmte Integration findet man:

(3) #(t)=v(t)=—gt+c1, #(0)=c1 =1

1
= xz(t) = f§gt2 +tvg+ca xo=xz(0)=co

1
4) =z(t) = fith + tvp + 2o
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(3), (4) sind die Galileischen Fallgesetze.

5.1.2 Begriff der GDGL

F:RxR"x...xR™ —=R™
S —

n-+1—mal
Eine GDGL n-ter Ordnung:

(5) F(t,z,,...,2")=0

(n: die Ordnung der héchsten vorkommenden Ableitung.) Als Losung der Glei-
chung (5) bezeichnen wir eine n-mal differenzierbare Abbildung ¢ : I C R — R™
mit

F(t,o(t), (), ..., 0" V() =0 Vtel

DGL in impliziter Form.
Explizite Form:

(6) (" = ft ... ,x("_l))

Eine DGL kann unendlich viele Losungen haben (Losungen mit freien Konstan-
ten). Wir sondern eine bestimmte Losung aus, indem wir zusétzliche Anfangs-
bedingungen festlegen.

Unter einem Anfangswertproblem versteht man folgendes System:

1’(t0) =X
i(to) = @0

x(n—l) (tO) _ x(()nfl)
:r(n) (to) = f(t7 x7 :i':7 R 7x(n71))’

wobel xg, X9, . . . 733(()7171) € R™ die gewihlten Anfangswerte sind.

Bemerkung Eine DGL n-ter Ordnung kann durch ein Differentialgleichungs-

system mit n Differentialgleichungen 1. Ordnung ersetzt werden. Sei ug, . .., Up_1 :
I —R™.

Up = U1

’lll = U

Up—1 = Unp
’lln = f(t,uo,ul, ey un_l)
Ist u eine Losung von (8), so ist ug eine Losung von (6). Ist ¢ eine Losung

von (6), so ist u = (p, 9, ..., 1) eine Losung von (8). Deshalb werden wir
hauptséchlich Differentialgleichungen 1. Ordnung behandeln.
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5.1.3 Vektorfelder und Integralkurven
Ein zeitunabhiingiges Vektorfeld ist eine C'-Abbildung f : U — R™, U C R™

— (X))
f(p(t)

//>
-

U

Eine Losung der DGL & = f(z) ist eine C'-Abbildung ¢ : I — U mit
o(t) = f(p(t)) (die Geschwindigkeit, d.h. der Tangentialvektor zu ¢, ist durch
das Vektorfeld zu jeder Zeit bestimmt).

Die Losungen heiflen Integralkurven des Vektorfeldes. Dieselbe Sprechweise
gilt fiir zeitabhéngige Vektorfelder f: U C R x R™ — R™.

Eine Losung der Differentialgleichung # = f(¢,x),dh. ¢ : T — R™ (¢, ¢(¢)) C
U, ¢(t) = f(t,p(t)) Vt € I heit Integralkurve des Vektorfeldes.

U heifit Phasenraum das Vektorfeldes.

5.1.4 Definition
Sei VCRxR™, (t,z) e V. f:V — R™ heifit Lipschitz-stetig beziiglich x mit

Lipschitz-Konstante L, wenn
1f @t z1) = f(t,22)[] < Llley — a2l V(E,21), (8, 22) € V.

f heift lokal Lipschitz-stetig beziiglich x, falls f|x fir alle K (Kompaktum) C
V' Lipschitz-stetig beziiglich x ist.

5.1.5 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

(Cauchy 1824, Picard 1890, Lindelof 1894)
fi K =1lto—a,top+ a] x B™(xg) — R™ sei stetig und Lipschitz-stetig bez. x
mit Lipschitzkonstante L > 0. Dann besitzt das Anfangswertproblem
(9) &) = f(t,2(t)), x(to) = zo
eine eindeutige Losung auf

1

, r
I =[ty — 6ty + 4], §<mln{a,]\4,L}7 M—St}l{p||f||

Die Losung kann iterativ gewonnen werden:

wo: I —=R™, o(t) = zo;

$n - I— Rm’ @n(t) = X0 +/ f(Sa(pn—l(S))dS

to
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(¢n)nen konvergiert gleichméBig auf I gegen die Losung .

\_t(i)s

\fm\(\o)

5.1.6 Korollar

f U — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig bez. z. Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem eine eindeutige Losung auf einem Intervall I.

Lemma ¢ ist eine Losung von &(t) = f(t, z(t)), z(to) = o auf I <= p € C(I)
und

(10) @) =0+ [ Sls,p(s))ds, t €1

to

Beweis von 5.1.5 (C(I,R™),|| - ||c) ist ein vollsténdiger, normierter metri-
scher Raum.

X ={ueCU,R™) :ulty) = xo, ||u—polloc <7}

X ist ein abgeschlossener Unterraum und damit auch ein vollstédndiger metri-
scher Raum.
Wir definieren T : X — X durch

T(u)(t) = g —|—/t f(s,u(s))ds, t el

¢ ist ein Fixpunkt von T <= ¢ erfiillt (10) <= ¢ ist eine Losung von (9).
Bleibt zu zeigen:

a) T ist wohldefiniert, d.h. T(X) C X

b) T ist eine Kontraktion.



316 Gewdhnliche Differentialgleichungen (GDGL)

a) tel,ueX

TWW%mﬂ=‘

t f(s,u(s))ds

<t —to| sup [[f(s,u(s))]l
s€E[to,t]

<lE- t0|8111<p I£1, - (s,u(s)) € I x B (xo)

< O0M < r nach der Wahl von §
= [|T'(u) — pollec = Sup [T(u)(t) — 2ol < 7

=T(u)eX
b) tel,u,veX

/[ﬂ&wﬁ%—ﬂawﬂﬂ%

to

ﬂmw—Twm>=\

<) 1f (s, uls)) = f(s,0(s))l ds

</UWMQ—wst

< Jt = tolLlju — vl

S OL|u— vl
= [|T(u) = T(v)]|oo < 0L|Ju — v]|ooc mit 6L < 1
= T Kontraktion

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau einen Fixpunkt ¢, das
heifit, es gibt genau eine Losung fiir die Differentialgleichung auf I.

VL: Mi, 2004-02-04
Bemerkungen zu 5.1.5

1) Es geht auch mit § = min{a, {7}, aber dann kann man den Fixpunktsatz
nicht anwenden. Die Iteration von Picard-Lindelof konvergiert trotzdem
gleichméBig gegen die Losung.

2) 5.1.5 hat lokalen Charakter.

5.1.7 Globaler Eindeutigkeitssatz

Sei f: I xR™ DU — R™ ein stetiges und beziiglich = lokal Lipschitzstetiges
Vektorfeld. Sei (to,z0) € Uund ¢ : I — R™, ¢ : I' — R™ (I, I’ offen) Lésungen
des Anfangwertproblems: @ = f(t,x), z(tg) = xo. Dann ist

p=1vaufINTI
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Beweis: Sei (t1,t2) = I N I'. Wir zeigen, dass ¢ und ¢ auf [tg,t2) iiberein-
stimmen (analog (1, t0]).

T := sup{T € [to,t2), = ¢ auf [to, 7]}

z.z.: T = t3: Nehmen wir an, dass T' < 5. Da fiir alle s € [tg, T) gilt ¢(s) = ¢(s)
und ¢ und ¥ stetig in T sind, ist auch o(T) = (7).

1 1
o(T - H) =(T - ﬁ)
—_—
") SN

Nach 5.1.5 (Eindeutigkeitsaussage) 36 > 0, so dass ¢ = ¢ auf [T — §,T + §].
= ¢ =1 auf [tg, T + 0]. Widerspruch zur Wahl von T'. O

5.1.8 Definition

Sei f: U Cc R™*!1 — R™ ein Vektorfeld. Dann heifit ¢ : I — R™ eine mazimale
Lésung von (9), wenn fiir jede weitere Losung ¢ : J — R™ gilt J C I, ¥|J = .

5.1.9 Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Sei f: 1 xR™ DU — R™ ein stetiges und beziiglich x lokal Lipschitz-stetiges
Vektorfeld.

(a) Dann existiert zu jedem (tg,z¢) € U eine maximale Losung ¢ = (-, to, zo) :
I(to, z9) — R™ des Anfangswertproblems (9). Das maximale Existenzinter-
vall I(to,z0) = (tg,td) ist offen.

(b) Ist t§ < oo, dann gibt es zu jedem & > 0 und K C U kompakt ein 7 €
(t& —e,td) mit (7,¢(7)) € K. Analog, wenn t; > —o0.

Kiirzer: Ist die Losung nicht auf eine Halbachse (tg, +00) oder (—oo, tg) fort-
setzbar, dann verlésst der Graph jede kompakte Menge von U.

Beweis Seien

td = sup{7 € R, es existiert eine Losung von (9) auf [to, 7]}

t, = inf{r € R, es existiert eine Losung von (9) auf 7, o]}

Wir definieren ¢ : (t5,t5) — R™, sei t € (t;,t]), 0.B.d.A. t € [to,t7). Wir
withlen 7 mit ¢ € [tg, 7] C [to,t7) und setzen ¢(t) := @a(t).
Wohldefiniert: weitere ¥ mit ¢t € [tg, ¥] folgt @a(t) = wy(t) nach 5.1.7. Laut De-
finition ist ¢ eine maximale Losung. Insbesondere kann ¢ nicht auf eine Losung
auf [to, tg] fortgesetzt werden:
Nehmen wir an, dass ¢ eine Losung auf [, ta’] ist. Laut 5.1.5 gibt es eine lokale
Losung 1 : (t§ — 6,t5 +6) mit o(t) = f(t,4(t)) und Y (tT) = p(t{). Eindeutig-
keitsaussage 5.1.5

=1 = ¢ auf [t§ — 6, t7].
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Wir kénnen nun

p(t) L€t tg]

@ [to,tg +0] > R™  3(t) =
’ W(t) teltd — ot +0]

definieren. = ¢ ist eine Losung von (9). Widerspruch zur Maximalitit von .
Daraus schliefilen wir, dass I(tg, zo) offen ist.

kom
Nehmen wir an, dass 3 > 0, IK C" U mit (,0(1)) € K V1€ (t —e,tf).
ta

|so<t1>—so<t2>||:] [ fGs.etenas

<t —ta| sup | f(s,0(5))l
sE[t1,ta]

< [t — ta|sup [ f]l o < o0
K

Nach dem Cauchy-Kriterium:
= 3 lim p(t) =: p(t)

t—td

= ¢ [to,tg] — R™ stetig
Wir zeigen, dass ¢ in t§ differenzierbar und eine Losung von (9) ist.
¢ ist stetig auf [to,t7] und differenzierbar auf [to, tJ)
hmt/tg o(t) = lim, ¢ ft, () = f(td, p(t)), da f,p stetig sind. Nach dem
Mittelwertsatz ist ¢ in tg' differenzierbar und

p(ty) = f(t5, o(td))-

Widerspruch.

5.1.10 Satz

Sei f:IxV —R™ I CR,V CR™ mit den iiblichen Voraussetzungen. Sei
a, B I — Ry stetig, so dass
1f(t2)] < at) |zl + B(t) V(tz)elxV

= Fiir alle (tg,z0) € I x V hat & = f(t,z), x(to) = xo eine eindeutige Losung
auf I.

Beweis Lemma von Gronwall
Seien n, o, B : I — R stetig. Gilt u(t) < a(t) + ftﬁ) B(s)|u(s)|ds, dann gilt

/75 a(s)ﬂ(s)efst Aloydo gg| .

to

u(t) < aft) +

Nach Voraussetzung und Lemma von Gronwall folgt, dass u auf allen beschriank-
ten Intervallen beschriankt sein muss. Nach 5.1.9 muss die Losung auf I definiert
sein. Sei ¢ eine Losung

t

o(t) =w(to) + | f(s,0(s))ds

to

eIl = lleto)ll + /t (a(s) o(s)ll + B(s))ds
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5.1.11 Definition

Seil CRund A: I — M,(R), b: I — R" stetig. Die DGL & = A(t)xz+b (11)
heif}t die inhomogene lineare DGL (homogene DGL, wenn b = 0). Eine Losung
ist eine Abbildung ¢ : I — R™ mit ¢ = A(t)¢(t) + b(t)

5.1.12 Korollar

Fiir (tg,20) € I x R™ hat (11) eine eindeutig bestimmte Losung auf I.

Beweis: Sei f: RxR"” = R", f(t,x) = A(t) -z + b(t). f ist stetig und lokal
Lipschitz-stetig bez. x und erfiillt die Voraussetzungen von 5.1.10.

5.2 Lineare Differentialgleichungen

VL: Mo, 2004-02-09
Sei I € R ein offenes Intervall, a € C(I, L(R™,R™)),b € C(I,R™)

(1) &=a(t)z+b(t)
ist eine inhomogene (falls b # 0) bzw. homogene (falls b = 0) lineare Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung im R™.
Losung:
o TR () = a(t)p(t) + b()

kanonische Basis:

P1(t) = a1 (W) e1(t) + ... + a1 () m(t) + b1(t)

Gm(t) = am1(®)p1(t) + .. + Amm (t)om (t) + bm (1)

Wir wissen bereits, dass das Anfangswertproblem (AWP)

x(1) = xo

{f = a(t)x + b(t)

eine eindeutig bestimmte Losung (-, 7,2¢) : I — R™ besitzt.

5.2.1 Satz

Die Gesamtheit der Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung
(3) z=a(t)x
ist ein Untervektorraum V C C*(I,R™), dimV = m. Die Abbildung
T :R™ >V T =¢(,7,8) € CH(I,R™)

(wobei 7 fest) ist ein Isomorphismus.
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Beweis

V ist ein Vektorraum (In der Physik wird die Eigenschaft, dass Linearkom-
binationen von Lésungen wieder Losungen sind, Superpositionsprinzip genannt.)

g + )

o = ¢t U =alt)p+at)d =at)(p+ )

p,p eV

T ist linear A\, peR ¢ neR™

TN+ pun) = XT(E) + pT(n) < @(-, 7, X+ un) = Xo(-, 7,8) + pe(-, 7,1)

Auf beiden Seiten steht eine Losung von (3) mit Anfangswert A + pn. Mit Satz
5.1.7 folgt die Gleichheit.

T ist injektiv
neker(T) <= T(n)=0 <= o¢(,7,n)=0Yt = n=p(r,7,n) =0

T ist surjektiv Sei p € V und n = ¢(7)

= 50(7 T, 77)
Die Bijektivitat liasst sich auch direkt durch Angabe der Umkehrabbildung
TV SR T () = p(r) € R™

T

zeigen.

5.2.2 Folgerungen
1) SeipeV; (1) =0=¢p=0

2) Eine Basis {¢1,...,om} von V wird Fundamentalsystem genannt. Die
dazugehorige Darstellungsmatrix

O: 1> M,(R): ®=(p1,...,0m) @i:I—=R™ o, eV

nennt man Fundamentalmatriz der Gleichung (3).

d=at)®|e ¢ =alt)p; i=1,...,m

V=A{{® -c|ceR"}; S p=cro1+ ...+ mPm
3) Eine Fundamentalmatrix mit der Eigenschaft ®(7) = Idgm, heift Haupt-

fundamentalmatriz.
D erfiillt ¢ =a(t)® & #i = alt)ei i=1,....m
O(7) =1d wi(T) =€
Jede Losung des Anfangswertproblems @ = a(t)x, z(7) = £ ldsst sich

folgendermaflen schreiben:

Qp(ta T, 5) = (I)T(t)f tel

Allgemein heifit ® = (¢4, ..., ¢n) mit ¢; € V (beliebige Losung) Lisungs-
matriz.
Die Wronski-Determinante: W (t) := det ®(¢)

©1, - -5 ©m linear unabhingig < (c1p1+ ...+ cmpm =0=>c1 =... =¢, =0)
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5.2.3 Satz (Liouville)

Sei @ eine Losungsmatrix. Dann erfiillt die Wronski-Determinante die Gleichun-
gen

und

Beweis: ® = (p1,...,0m)

W(t) = % (det ()

= Zdet (9017' . ‘7903'71’90.]"30]'4»17" ~;80m) (t)
j=1

= Zdet (901(t)7 RS (ijl(t)v a(t)goj(t)a SDj+1(t)7 R Sam(t))
j=1
Sei & = ¢, Hauptfundamentalmatrix, dann erhalten wir

W () = Zdet (p1(7), -5 0i-1(7),a(T) i (1), 0j+1(7), - -, m(T))

1 0 ... alj(T) ... 0
m 0 1 ... agi(r) ... O
:Zdet !
j=1
0 0 ... amj(T) o1

= Z aj;j(7) = tr(a(r)) - 1 = tr(a(r))Wr(7)

= (6) Wr(7) = tr(a(7))Wr(7)
Zuriick zu ® : 3C € M, (R): & =@, - C

= det® = det ®, -det C
D e
=W :WT

W(r) = (W)T det ¥ tr(a(7)) Wo(1)det C = tra(r)W(r)
W(r)

Da 7 beliebig gewihlt war, erfiillt W die Gleichung (4).
Man verifiziert leicht, dass auch

o ([ t trafs)as )

die Gleichung (4) erfiillt. Aus der Eindeutigkeit folgt: W erfiillt auch (5). O
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5.2.4 Folgerung

Die Wronski-Determinante ist entweder # 0, oder = 0Vt € [
® ist eine Fundamentalmatrix < W (tg) # 0 fir ein to € T

5.2.5 Satz
Die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
(1) & =a(t)x+b(t)

ist ein affiner Raum ¢ +V C C*(I,R™), wobei ¢ eine beliebige Losung von (1)
und V der Losungsraum des zugehorigen homogenen linearen Differentialglei-
chungssystems & = a(t)x ist.

Beweis: Sind ¢, ¢ Losungen von (1), so folgt ¢ — ¢ € V. O

5.2.6 Satz (Methode der Variation der Konstanten)

Das Anfangswertproblem
z=a(t)x +b(t
o (0 +0(0)
(E(T) = X0

hat die eindeutig bestimmte Losung
t

o(t, T,20) = D, (t)x0 —|—/ ()P (s)b(s)ds,

T

wobei ¢, die Hauptfundamentalmatrix ist.
b, =a(t)®, O.(r)=1Id
Beweis: Wir bestimmen eine partikuldre Losung der Differentialgleichung & =
a(t)z + b(t). Sei ¢ eine Losung von & = a(t)x, dann folgt:
= ot)=®,(t)-c  c=(c1, ey cm)t
Wir variieren die Konstante ¢(t) = ®,(t) - ¢(t) und setzen diesen Ansatz in

p(t) = alt)p(t) + b(t)

ein:

'S (1) = Br(7)eo + <I>T(r)/ 7 1(s)b(s)ds = Idey = co
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t

= o(tr20) = B () + / . (1) (s)b(s)ds

T

Differentialgleichungen, Gew6hnliche
(spéter auch Partielle (d, A))

awp [V = ), ter
y(to) = Y0, tg € I

Fo Il xR™YERT dhy: T — R™ C-Weg,
besser: f Lipschitz-stetig in y

Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wenn f stetig und bez. y lokal Lipschitz-stetig ist, dann gibt es zu tg € I, yo €
R™ genau eine maximale Lésung ¢ : I’ — R™ des AWP.

Beispiele

zunéchst fiir m =1

Richtungsfeld:
7\ L
Y
o~ ::»
0 t

y'(t) = 0= y(t) = const
Es gibt immer eine “Integrationskonstante”.

1) y'(t) = \y(t), y(to) = yo = y(t) = yoe 1)

1b) X <0, tg = 0: Radioaktiver Zerfall: SKP=2+N . KP4+, He?

Yo

=— «— T = ~
2 R P Al

y(Ty) = yoe—wT% _ % e—\MT% 1 log2 0,693
2 2

VL: Mi, 2004-02-11
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1896 Becquerel

ElL ‘ 92U238 ‘ SSRCL226 ‘ 82Pb210 ‘ 6011
1898  Elser & Geitel

45-10° a ‘ 1622 a ‘ 22 a ‘ 20,4 min
1903 Rutherford

T
2

1b) A > 0: Exponenentielles Wachstum p(t) = ppe, A > 0 — kommt nicht
vor iiber ldngere Zeit

Realistischeres Modell

p'(t) = g(t,p(t)) p(t) —s(t,p(t)) p(t)

Geburtenrate Sterberate
A\Wﬁ Kurve des logistischen Wachstums
&
0<p,<&
|
Ansatz r(t,p) = (9 — s)(t,p) Reproduktionsrate

r(t,p) =B —p)=p'(t) =B —p)p = \ﬁf/p - Bp°

e

p(t)=(a—PBp)p, 0<p<& p>¢
p(0) = po

B p'(t) B i p(t) ds
T - T dt/ S(a—Bs)

P ds P11 8
:t:/po s(aﬂs):‘/poa{s—i_aﬂs]ds

Po

]_ _

a Do a—Gp
fllog P = Ppo

2 po a—fp
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Lot |@=Ppol| P ‘
Po a— Bp
vy
eat
=p=(a—Pp)—
s p+ Eeatpi 6ozt
agat a
A, _ v oo
p(t)_ 1_|_geozt t—>—o>o ﬁ _g
¥ ¥
2) Newton
J’o:J’(to)

y'(t) = Momentangeschwindigkeit

K(y(t)) =my"(t) = g (my'(t))
——

Impuls

y'(t) = f(y(¢)) | autonome Dgl. 1. Ordnung

Daraus resultiert das geometrische Problem: gegeben ein C*°-Vektorfeld f : R™ —
R™ finde C*°-Wege y : I — R™ mit

() (1) = fly(t), y(to) = o

5.2.7 Definition

Es sei U C R™ offen, f € C>®(U,R™) ein C*-Vektorfeld in U. Eine Losung
des AWP (**) in U heiit Integralkurve an f durch den Punkt yo. Die maximale
Losung des AWP in U heifit maximale Integralkurve durch yy und wird mit

Cyo - (ayovbyo) St Cyo(t) el

bezeichnet, wobei —co < ay, < 0 < by, < o0o.
Das Vektorfeld heiit vollstindig, wenn a,, = —o0, by, = 0o Vyo € U.
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Bemerkungen

1) Ubliches Bild:

2) Ist y eine Integralkurve an f durch yo, y: 0 €I - U, 0 # 7 € I, so ist
g(t) := y(t + 7) eine Integralkurve an f durch y(7) fiir [t| < e < 1.

Denn §'(t) = y'(t +7) = f(y(t + 7)) = f(5(1)).

Konkret 16sbare Differentialgleichungen

1) Gleichungen mit getrennten Variablen:
Es sei m = 1 und f(t,y) = g(y) - f(¢t) fiir t € (a,b), y € (¢,d), und es sei

g9(y) #0, f.g €Ch
AWP mit y(t9) = yo.

v (t) d (Y% ds d
=1 / = GG ()

= Gy (y(t) = | [fz)de =: Fy, (1)

to

Da G stetig und monoton ist, folgt

Gy, (o, B) = (7,0);
Gy (1.6) = (@, B)
y(t) = G, (Fy, (t)), definiert fiir alle ¢ mit Fy,(¢) € (7,0).

5.2.8 Satz (DGI mit getrennten Verénderlichen)
f,g stetig in (a,b) bzw. (c,d), g(y) # 0. Wihle ¢ty € (a,b), yo € (¢,d) und

bestimme
Gunlw) = [ 5+ (e.d) = (al0) S)) 20
undG_l‘(( 0); B(yo)) — (¢, d).
Mit Fto ff a?)dx ist dann y(t) = G, o F, (t) eine Losung des AWP
) #

furtEFt0 (a ( 0), B(yo)
Die Eindeutigkeit de Losungen folgt fiir yo mit g(yo) # 0 (ohne Beweis).

Ubung: Fiir 5/ (t) = |y(t)|# ergibt sich keine eindeutige Lésung.



VL: Mo, 2004-02-16

5.2 Lineare Differentialgleichungen 327

GDGL

y(to) = Yo, o € (a,b),yo eU

f: (a,b) x U — R™ stetig und lokal Lipschitz-stetig in y. Das AWP ist stets
eindeutig und maximal 16sbar.

WP {y’(t) = f(t.y(1)),

Beispiele

Wachstums- und Zerfallsprozesse (Radioaktivitit, Populationsdynamik —
hier: Logistische Gleichung)
= Gleichungen mit getrennten Verdnderlichen (m = 1)

dy

y'(t) = g(t) - h(y(t)) = )

= g(t)dt formal

Autonomer Fall f(t,y(t)) = f(y(t)) keine explizite Abhiingigkeit von der
Zeit. Interpretation der Losungen als Integralkurven von Vektorfeldern

Lineare Gleichungen, d.h. f(t,y(t)) = A(t) - y(t), A(t) € L(R™)
L.allg. schon behandelt:

e Fundamentalmatrix Y (¢) = (y1(¢), ..., ym(t))

e Wronskideterminante W (¢) = det Y (¢) = W(to)eftto tr Als)ds
Nachteil: Die Losungen sind i.allg. nicht explizit berechenbar.

Spezialfall: f ist ein lineares Vektorfeld
= Die Gleichung ist autonom.
= A(t) = A(ty) € LR™)

m > 1: Formaler Ansatz

y(t) =Y t/Bjyo, Bj € LIR™) = By =1, y(0) = yo

J=20
s R . ' .
y(t) =Y t/'Bjyo =Y (j+1t!Bjjiyo = Y ! ABjyo
jz1 =20 720
. AB, A

y'(t) =a-y(t),

gegeben sein durch
y¥(0) = o

Also sollte die Losung des AWP (%) {
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5.2.9 Hilfssatz

1) Fiir A € £(R™) ist die Abbildung R > t + e4* € L(R™) wohldefiniert
und unendlich oft differenzierbar mit

k
(i) oAt — gk At

1") Das AWP (%) wird gelost durch y(t) = etyo.
2) Es gilt (mit [|Al| = sup, <, |Az])
et < elena,

3) Es gilt

etA . esA — e(t—i—s)A.

4) Wenn A, B € L(R™) mit [4, B] := AB — BA =0, so gilt

pl(A+B) _ tA  tB

det et = e''' 4 (Spezialfall von 5.2.3)

Beweis 1) Wir miissen die Konvergenz der Folge Y, (t) = > 7, %Aj €
L(R™) zeigen.

Vorbemerkung: Fiir « # 0 ist |Ax| = |z ‘A\wl‘ < ||A]l|z| und |A%x]
[ A(Az)| < Al Az| < JAI* |2] = [|A2[] < A, indukiv [|A7]] < A

Nun schatzen wir ab:

n+k

. o t? /
Vi (8) = Ya(@)ll = || D s 2 findl i 2 |j'HAJH
j=n+17 j=nt1 !l j=ntl
n+k
< Z (el 11Af)* ||A|| < e fir n = n(e, |t ||A])

Jj=n+1

D.h., die Folge konvergiert, und gleichmé#Big in [T, T] VT > 0.
Es folgt, dass

let4]| = lim (tA Z (It] HAH < ellAl o )
j=0 !
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3)
— (t+5)’ i = 1 ~(j kgi—k AJ — N (AR (sA)TIF
2 A]Zj!kz@t M= TG

wegen der “absoluten Konvergenz”

tA

Was ist die Ableitung von e’ im Punkte ¢y7

6(t0+h)A _ etoA — eterhA _ etoA — etoA(fI + ehA)

J o
_ oA Z%AJ = A (hA + R(h, A)),
iz

wobei (mit [b] < 1): [ R(h, A)]| < 5 4 1417 < el A1,

jz2 j!

d ia taind (d ’ At k At
= —e =4 = | = | et = A"
dt dt
4)[A,B]=0=[AY,B]=0Vj eN=[e4 B =0
#:y(s) = By(s)
y(0) = eyo
der Kettenregel und y, := e*e*By, wegen [e*4, B] = 0.

Also haben wir eine “explizite” Losungsformel y(t) = e*4yo, wenn e'4 bere-
chenbar ist.

tA+sB

Dann wird das AWP gelost von y1(s) :=e 1o nach

Ziel: Finde die Losungsformel, aber unabhéingig von der Basiswahl, fiir den
linearen Operator A € L(E), wobei E ein endlichdimensionaler Banachraum
iiber C, z.B. E = (C",|-]), ist.

Methode: Spektraltheorie

Zu X € C setze NyA :=ker(A — A\I) =: ker(A — \) =Eigenraum von A zum
Eigenwert A. Die Eigenwerte sind charakterisiert durch die Gleichung x(\) =
det(A—\) = 0 (ist nach dem Multiplikationssatz invariant unter A — T~*AT).

N
X = (~1)™ det(h - 4) = (-1 J[(A -

J=1

ta(A;) € N = algebraische Vielfachheit von A;
5.2.10 Anmerkung & Definition
Fir A € £L(C") gilt

det(1 —|— — Z N c;(A),
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wobei ¢; ein homogenes invariantes Polynom in den Koeffizienten von A beziig-
lich einer beliebigen Basis ist. Diese Polynome heiflen die Chern-Klassen von A.
Insbesondere ist c1(A) = 5= tr A, cn,(A) = (=)™ det A.

Beweis: Man rechnet in einer beliebigen Basis, das Ergebnis ist automatisch
unabhéngig von der Basis. O

5.2.11 Definition

Sei A € L(E) und x(\) = (-1)™ H;-V:l()\ — \j)#aX9) das charakteristische Po-
lynom. Dann heif3t

spec A = {)\j}évzl = {\ € C; A — X nicht invertierbar}

Spektrum

Der Unterraum N f\]j = ker(A — X;) heiBt der geometrische Eigenraum zum

Eigenwert Aj, p14();) := dim ij heiit die geometrische Vielfachheit von A;.
Der Unterraum Ny := {z € E; (A=Xj)lx =0 fiir ein [ € N} = U1 ker(A—

)\j)l heilt der algebraische Eigenraum von A zum Eigenwert );, und es gilt

N
1g(A;) = dimker(A—X;) = dim N9();) < dim N(X;) = pta(N;), Y pa(Aj) = m

j=1

(g # pa moglich)
A heifit halbeinfach (oder semisimple) : <= p4(N;) = pa(A;) Vi

11
Beispiel A= =
0 1

xa(A) =det(A —\) = (A —1)%, d.h. spec A = {1}, pa(1) =2

I X2
(A-1) =0 <= =0 < 22=0
i) 0

Sei E ein Banach-Raum iiber C mit dim E < oo, sei auflerdem A € L(E).

Spektralzerlegung von A:

spec A = {\ € C;ker(4 — \) # 0}
= {) € C; (A — \) nicht invertierbar }
=: {\ € C; X\ Eigenwert von A}
={A e C;det(A— \) =: xa(N\) =0}
={\ €C1<i<N<m} (dh. endlich)
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Wobei
N
Xa(A) = (=)™ T = Ag)ra)
=1

fig(N;) := dimker(A — ;) < dimker(A — X;)#=) = . ()
(geometrische bzw. algebraische Multiplizitiit)

Z Ha ()‘l) =m
A halbeinfach <= pg(A\;) = pa(Ni) Vi

5.2.12 Satz (Die S + N-Zerlegung)

Zu A € L(E) existieren eindeutig bestimmte Operatoren S, N € £(F) mit
1) A=S+N
2) S ist halbeinfach, N ist nilpotent.
3) [S,N]=0

Folgerung: |e'* = e'SetN | wobei etV = Z?ZO %Nj ist ein Polynom, ky der
Nilpotenzgrad.

Beweis von 5.2.12
Faktum: Zu jedem \; € spec A gehort eine Projektion p; € L(E), d.h. eine
Indempotente, Pj2 = P; (nicht notwendig orthogonal!) mit [P;, A] = 0, d.h.
wobei P;N; = N;Pj = PjN;P; = Nj und N***) =,
Ferner gilt:
N
> Pj=1Ip, PiP,=6;.P; = E =) P(E)
J j=1
AuBerdem gilt dim P; = y1,(A;) und, natiirlich,
[PjA, Nj| = [AjPj + Nj, Njl =0
Dabei ist P; = % f\Z—MIzE (A — z)~1dz fiir € hinreichend klein.

Wir setzen
S:=>» M\Pjund N:=Y_N;
J J
und finden

[S,N] =Y A(PjN; = N;Pj) + Y (A PiNi — NjAePr)
=0+ Z()\ijPka — )\kNijPk)
7k
=0
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Nilpotenz:
N? =Y "N;Ny,=Y_ N;PiPN,=Y» N;PiN; =Y N}
Jk Jk J J
ind.

oc Nk:z:]\f;C = Nk:Ofﬁrkijaxua()\j)
J

S halbeinfach:
St = Az <= APjz = P;Sx = Z PjAPrx = \jPjx
k

= A=),z € Pj(F)
= dlmker(S — )\]) = diij = ,ua(A,/\j) = ,ug(S, /\])

Weiter berechnen wir:

N
Xs(A) = det(S — \) = [ [ det(\i P, — AP)
i=1

N N
_ H()\’ _ )\)dimpi _ H()\ _ )\i)ua(A)\i)(_l)/ta(AJw)
=1 =1
N
= (1) T = A =
1=1

= :Ua(S7 /\Z) ::ua(Av)‘i) ::U“g(Sv )‘Z) U
Autonome lineare Gleichung: (%) y'(t) = Ay(t), A € L(R™). Wir identifizie-
ren A mit A® I in der Komplexifizierung
C"=R"@gCund (A@Nw=>Y Ay ®2z

w =Y y; ® z bzw. als Matrix

air o Qim w1
m

; : ) : = gaijwj
J=1

an1 "+ QGpm Wm
Ich kann die DGL auch im Komplexen l6sen:
() W) =(Ae D), w(t)=wo =1y
= y(t) := Rew(t) lost die Differentialgleichung.
(Rew)'(t) = Re(A®@ INw(t) = ARew(t)
Rew(tp) = Reyo = yo
= y(t) = Rew(?)
Also bestimmen wir die Lésungen von (%) mit

A=A®I¢cL(Cm)
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5.2.13 Satz

(*) hat die Losung

Beweis: v 0

Was ist 5t = e(Z XiPi)t7

St = (AP Z (ZAP)

j= O

Z EZ:AJP Zek Py
W (SNt _ Z; (ZM—)j = Z; (ZN?)

) i >0 i

|fi=max o (Ar) | 1

-y

ti j
. (z Nz-)
=0 i

Dies ist ein Polynom.

5.2.14 Folgerung

Jede Losung des Problems () ist eine Linearkombination der Funktionen

{thReeM! t' Tmert; 1k < i, s especA}
= {tFe®eNt cos(Im At), t'eRe M sin(Im At); 1,k < fi, A € spec A < spec A}

5.2.15 Folgerung

Ist ReA < 0 VA € specA, so gilt tlim y(t) = 0 fiir alle Losungen von (x),
unabhéngig von yg.
Beispiel: ¢/(t) = —y(¥)

= y(t) = e(_I)tyo =e W0 0

spec A = {—1} mit Vielfachheit m, A halbeinfach.

Bemerkung: Wenn A normal ist ( <= [A, A*] = 0 fiir A € L(C™, (,))),
dann ist A halbeinfach.
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1 -1
Beispiel 2: Betrachte (x) mit A =
4 -3
1-—A -1
det(A —\) =
4 =3-2A

A=1(A+3)+4
=M 4+22+1=(A+1)

= specA ={—-1},p(—1) =2

T 2 -1 T 2x1 — x
0=(A+1) 1 1 1 2

T2 4 =2 T2 4.T1 — 2%2

also z.B. 1 = 1,292 = 2. D.h. < > =ker(A+1) = py(-1)=1

2
Weitere Losungen (automatisch linear unabhéingig von ) e~t =y;) durch
den Ansatz
n(t) = a+ bt ot
c+dt

Einsetzen in die Gleichung ergibt: 2a =14 ¢,4a =2(1 +¢),b=1,d = 2.



Kapitel 6

Maf3theorie

6.1 Problemstellung

Riickblick: Integration im R™

Co(Rm)afH f dm—/ flxy, ... xn)day, - doy
m R‘Vﬂ

Die Reihenfolge der Integration ist beliebig.

Eigenschaften des Integrals
1) I: Co(R™)> fr [om f € Cist linear
2) I ist monoton, d.h. f(z) > 0Vz = I(f) >0

3) Fundamentale Abschétzung: | [i,. f(2)dz| < | fllocd(supp f)™

U C R™ offen, f € C(U)

/f— sp [, €U) = [ € Co(U) 0 < b(x) < 1¥a)

Ppee(U)

fir f>0
Dann gibt es eine Folge (¢,,) € €(U) so, dass

n—oo

/f—lmlR bnf < o0

fiir alle f >0, f € €(U).
Ist f £0, so zerlegen wir f = f, — f_ mit

fr(x) = max{0, f(x)}, f-(z) = —min{0, f(z)} € C(U),

o dass | f| = fy + /.
L= [ a1

Dann

VL: Mi, 2004-04-14
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falls beide endlich. Wir setzen

L'CU) = {f e CU): /U 1f] < o0}

Dann gilt wieder:
1) L'C(U) 5 f— Iy(f) :== [, [ € Cist linear.

2) Iy ist monoton.

3) | fy £ < 1f / 1z
Yo

=:volU

1. Problem: Inhaltsproblem

Gibt es eine Inhaltsfunktion p auf R™, d.h. eine Abbildung p : P(R™) 5 A
1(A) € [0, 00] mit den Eigenschaften:

1) Additivitét: Sind A, B C R™ mit AN B = (), dann ist (AU B) = u(A) +
w(BY: ([, fa)de = [ f@)de + [} f(x)d);
2) Ist g € E(m) eine euklidische Bewegung, so p(g(A)) = p(A);

3) u(Q(1)) =1, wobei Q(1) der Wiirfel mit der Kantenlidnge 1 ist?

Antwort

1) Das Inhaltsproblem ist genau fiir R und R? 16sbar.

2) (Banach & Tarski): Gegeben seien beliebige Mengen A, B C R™ m > 3.
Dann gibt es paarweise disjunkte Mengen C;,1 < i < k und eine euklidi-
sche Bewegung g so, dass

k k
A=[]JCiud B=]g(C).

i=1 i=1

(Seminarvortrag)
Giibe es 1, s0 wiire u(A) = Y0 u(Cy) £ Y8, ul(g(Ch)) = w(B).

1’. Problem: Ersetze die Forderung 1 durch
1’) (o-Additivét) Ist (A4;);>1 C R™ und paarweise disjunkt, so gilt:

K UAi :ZM(Ai)

i>1 i>1

Antwort: (Vitali) Dieses Problem ist niemals 1osbar. Auch hier gibt es eine
Banach-Tarski-Version.
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Analytische Anniherung

Co(R™) ist ein C-Vektorraum, aber auch normiert durch || f[l1 = [p.. |f(z)|dz
Betrachte nur den Fall: ||f|l; = 0. Wire f # 0, dann |f(x0)| > 0 fiir ein
wg € R™ = |f(2)| > 5|f(x0)| > 0 fir & € Be(o),e > 0.

= |f(x)|dz > sup V()| f(z)|dx
R™ $eC(Be(zo)) JR™
1
> 5lin)l s [ s
Ye&(Be(zop)) m
1
= §|f(x0)|volBs(x0) >0
6.1.1 Satz

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollsténdigen metrischen
Raum (X, d) und eine Isometrie

¢: (X,d) — (X,d)

so, dass ¢(X) dicht ist in X, d.h. ¢(X) = X.
Diskussion: Die Idee ist die folgende: )
Sei X = {(zn)nen; (zn) C X Cauchy-Folge} mit der Aquivalenzrelation
(.Tn) ~ (yn) — (l‘la Y1, 22,92, - - ) CaUChy'FOIge

Ist (x,) konvergent gegen g, so ist (y; = 2o) € [(2,)]. Dann wird X = X/ ~,
aber es bleibt noch viel zu zeigen ...

Also priifen wir zunéchst, wie sich L'-Cauchy-Folgen verhalten!

Road map

1) Die Vervollstindigung enthélt “alle” integrierbaren Funktionen.

2) A C R™ ist endlich messbar <= x4 integrierbar.

)
)
3) Charakterisiere diese A’s und dieses p.
1)

Entwickle eine abstrakte Integrationstheorie auf Mafrdumen mit befriedi-

genden Konvergenzsitzen. |lim [ f, = [ f

bisher nur gleichméfige Konvergenz auf beschriankten Mengen

e,

k&  k+l  k+2

Beispiel: m =1
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1
Okn =1 Eknzw
:>/Oof(x)d:c— Y b —zii—ﬁeo
- n - knOkn — nk2 - 31 n—oo
kez\{0} k=1

6.1.2 Fundamentallemma

Essei (fn)nen C Co(R™) eine Cauchy-Folge beziiglich der ||-||,-Norm (L*-Norm).
Dann gibt es eine Teilfolge (fn, )k>1 von (fn)nen und zu jedem € > 0 eine offene
Menge V. so, dass:

1) volV € ¢

2) (fn,) ist in R™\ V_ gleichméBig konvergent

Beweis: 1. Wir wihlen die Teilfolge so, dass

1
||fnk - fnk+1||1 § 2@

Zu 2% gibt es ein ny so, dass

1
I fr = fmlls < 52 Vn,m 2 ny;
dann wihle n;. Setze gi 1= fn,.

2. Konvergenzansatz: Die Reihe
g9(x) = g1(x) + > (grr1(z) — gr(x))
k=1

soll konvergieren. Betrachte deshalb die “bése Menge”

1 _ 1
W= {2 € R™ lgwia(e) = (o)l > 5 | = Clowsa = aulh) " (5.0

= Wy ist offen. Dann gilt

1
g > o = aull = [l — ul(@)da
RmM

1
> [ g - al@)do > g [ do
Wi Wy

1

1
= ?VOIW]C :>V01Wk- < 27

3. Nun bilden wir V}, := Uj>k W; offen mit
vol V}, < ZVOle < Z2‘j = ol=Fk
jzk jzk

Fir ¢ Vy und j > k gilt |gj41(2) — g;(z)| < 55, d.h., die Reihe g(z) wird
majorisiert durch Y277, d.h., (gi) ist gleichmiilig konvergent. O
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Erinnerung  (Co(R™),-||;) € (L'C(R™),]-||l;) (nicht vollsténdig!), ||f|l, =
Jem [F(@)lda = [ /]

Ziel Das Integral auf eine allgemeine Klasse von Funktionen erweitern. Der
Raum dieser Funktionen wird im wesentlichen die Vervollsténdigung von Co(R™)
oder L'C(R™). Deshalb studieren wir L!-Cauchy-Folgen auf Co(R™).

Wunsch (f,,) Cauchy-Folge — f [ f:=1lim [ f,

Bemerkung: C@R\m) = Ll/C(@”), weil nach Definition ist Co(R™) dicht in
L*C(R™). Ist (f,) C L'C(R™) eine Cauchy-Folge, 3(gn) C Co(R™) || fr — gull, <
% = (gn) CauChY'FOIge und (gn) ~ (fn)

Fundamentallemma: (f,) C Co(R™) Cauchy-Folge = 3(f,,) Teilfolge so,
dass Ve > 03V offen, vol V. < € und f,,, konvergiert gleichméBig auf R™ \ VL.
Bemerkung: Im allgemeinen ist es nicht richtig, dass ( f,,) punktweise konvergiert.
neNn=2°4+r 0<r<2°

fn i R—=R fn:X[LS 41

25728

L'-Cauchy-Folge, aber (f,(x)) konvergiert nicht fiir = € [0,1].

“Boseste Menge™ Vo = [\.5 Ve
€ Voo = e & Vo= (fn,(x)) konvergiert.

lim f, (z) = & Voo,

(+) fiR™=C f<x>{0 e

6.1.3 Definition

A C R™ heifit Menge vom Maf Null (Nullmenge) im Sinne von Lebesgue, wenn
Ve > 0 dV; offen, vol V. < e mit A C V..

6.1.4 Hilfssatz
1) A Nullmenge, B C A = B Nullmenge,

2) (Ai)ien, A; Nullmenge = Ui>1 A; Nullmenge,

3) U,V C R™ offene Mengen, h : U — V C!-Diffeomorphismus, A C U
Nullmenge = h(A) Nullmenge.

Beweis
1) klar!

2) Seie > 0.3V; offen A; CV;, volV; < &, Vo = Ui>1 V; offen,

Ui>1 A, C V., volV, = volUi21 Vi < Ei>1 volV; < Zz‘>1 5 =€

3) Ubung
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Sprechweise: Ist eine Eigenschaft, welche die Punkte einer Menge M betrifft,
fiir alle Punkte aus M mit Ausnahme einer Nullmenge wahr, so sagt man, dass
die Eigenschaft fast tberall gilt.

Z.B. f =0 fast iiberall <= JA C R™ Nullmenge mit f =0 auf R™ \ A.

Zusatz zu 6.1.2 (f,,) konvergiert fast iiberall (auflerhalb von V, gegen f
aus (x)).
Beispiele von Nullmengen

1) {P} C R™ ist Nullmenge
P € V., =Wiirfel mit Seitenléinge %/e, volV, =¢

2) Abzihlbare Mengen sind Nullmengen, = Q™ C R™ ist Nullmenge. Insbe-
sondere konnen Nullmengen dicht liegen.

3) die Cantormenge, insbesondere kénnen Nullmengen iiberabzihlbar sein
4) Hyperebenen im R™

5) Untermannigfaltigkeiten im R™, von Dimension < m

Hauptfrage Inwieweit bestimmt eine Aquivalenzklasse von [(f,)], (fn) C
Co(R™) eine Funktion f?

Wir versuchen es mit der Funktion f aus (x). Ist es wohldefiniert? D.h. (g,) C
[(fn)] = 3(gn; ) mit g,;, — g fast iiberall.

Was ist die Beziehung zwischen f und g7 Antwort: f = g fast iiberall. Da

(fre) ~ (fn) ~ (gn) ~ (gn;c), reicht es zu zeigen:

6.1.5 Hilfssatz
Sind (gn), (hn) C [(fn)] und g, — g, hy, — h fast iiberall = g = h fast iiberall.

Beweis Da ||g, — hy||; — 0 reicht es zu zeigen (wenn wir e,, = g, —hy, setzen):

6.1.6 Hilfssatz

Ist (en) C Co(R™) Cauchy-Folge und ||e,||; — 0, so gibt es eine Teilfolge (e, ) :
Ve > 0 3V, volV; < € : (ey, ) konvergiert gleichméBig gegen 0 aulerhalb von
V.. Insbesondere konvergiert (e,, ) fast tiberall gegen 0.

Beweis Einfache Adaptation von 6.1.2: Wir finden (e, ) mit [en, || < 537.
m 1
Wie={zeR :|enk(x)\>2fk}

Aus 6.1.2 folgt, dass vol W < 2%; und e,, konvergiert gleichmiflig gegen 0
aulerhalb von V; = Uk>l Wy, volV, < 21%1 Insbesondere konvergiert (e, )
punktweise gegen 0 auflerhalb von |V, - Nullmenge. O
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6.1.7 Definition
LY R™) = {f : R™ — C|3(f,) C Co(R™) L' —Cauchy-Folge, (f,) — f fast iiberall}

Wir méchten [ f:=lim [ f. Das folgende Lemma zeigt, dass es erlaubt ist.

6.1.8 Hilfssatz

Seien (1), (gn) C Co(R™) zwei Cauchy-Folgen und f,, — f, g, — f fast iiberall.
Dann existieren die folgenden Grenzwerte und sind gleich:

lim/fn = 1im/gn

und (fn) ~ (gn)7 d.h. ”fn *gnHl — 0.

Beweis ([ fn), ([ gn) sind Cauchy-Folgen in C = konvergieren.

‘/fn/fm' < [ 10 =l =1 = Sl

Da (f,) Cauchy-Folge in |-||, ist = (J f,) ist Cauchy-Folge in C. Setzen wir
hy = fn — gn = hy, Cauchy-Folge und h,, — 0 fast iiberall. Zu zeigen:

/hn — 0, /\hn\ -0
— —

szn_fgn :”fnfgn”l

Sei & > 0. Weil (h,,) Cauchy-Folge 3N = N(¢) fest, Vm,n > N : ||y, — by, <
€.
Sei E' C E offen mit supp hy C E’, so dass hy = 0 auf Rm\E/ und vol(E) < oc.
(a) me\E/ |hn| = me\E’ |hn - hN| < me |hn - hN‘ = ”hn - hNHl <E.
Nach 6.1.2 3(hy,,) Teilfolge 3V, C R™ so, dass hy, konvergiert gleichméBig
gegen Null auf R™ \ V. und vol(V;) < T

(b) fE\VE |hni | < sup g\ |hiny, | vOl E' < € fiir k hinreichend groff (weil vol E' <
00).

Sei Vae D Vo mit vol(Va) < (existiert wegen 6.1.2).

2e
Ifenl oo

©) Sy, il = [y, [P =hn+hn| < fy, Vo =k |+ [y, [N] < (1o, — Byl +
Ju,. I1hn| < e+ ||| o vol Vae < e + 2¢ fiir k groB.

R™ = (R™\ E')U(B\V.)U Vi =

/\hnk|</ |hnk\+/ |hnk|+/ | < e+ tet2e =5
m R™\E' E\V. Vae

fir k > k(e). = / |hy,, | konvergiert. Aber ([ |hy|) ist Cauchy-Folge.
—

—0
= [|hyn| — 0 und weil | [ hy,| < [ |hy|, folgt [ h, — 0. O
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Endlich: Fiir f € ivl(]Rm) ist [ f := lim [ f,, wobei (f,) Cauchy-Folge

C (Co(R™),|||l;) mit f,, — f fast iiberall. Elemente aus L'(R™) heiBen in-
tegrierbare Funktionen.

Co(R™) C L'C(R™) € LI(R™)

Wir wollen die Norm ||-||; auf L (R™) erweitern.

6.1.9 Hilfssatz
Sei f € ﬁ(Rm) und (f,) C Co(R™) Cauchy-Folge mit f, — f fast iiberall.

Dann ist |f| € L*(R™) und (|f,]) ist eine approximierende Folge fiir |f] : (|fn])
Cauchy-Folge und |f,,| — |f| fast iiberall.

Beweis |[(|ful = [fml)ll; = [1(fal = [fmD] < [ 1fo = fl = lfn — fully, O
6.1.9 erlaubt: f € LY(R™) || f|, :== [ |f] = lUm]| fa]|;-
Problem: ||-||; ist eine Halbnorm aber keine Norm.

6.1.10 Hilfssatz
Fir f € ﬁ(Rm) gilt: || f|l, =0 <= f =0 fast tiberall.
Beweis =: Sei (f,) C Co(R™) Cauchy-Folge, f,, — f fast iiberall. Aus 6.1.9

= | fully = [Ifll; = 0; 6.1.6 = 3(fn,) Teilfolge mit f,, — 0 = f = 0 fast
iiberall.

6.1.11 Definition

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf It (R™) mit f ~ g, wenn f = g fast iiberall.
LY(R™) = L'(R™)/ ~
[ € LY®R™) (£l = 1]l = lm || fall,

(L*(R™), []-l;) normiert und es existiert eine bijektive Isometrie
LIC(R™) = Co(R™) 5 [(fu)] = [f] € L'(R™)

= lim fp,, () = ¢ Vs,
~]o z € Va

C(R™)> f fecC
]Rm,
VL: Mi, 2004-04-21
1. Erweiterung
xv fir V offen und beschriankt (z.B. V = B7*(0))

= XV=/1= sup P =volV
R™ v pee(v) Jrm

[: lim ¥, wobel Y1 < P2 = Pothy = %]

peg(V) JR™
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2. Erweiterung (L!-Vervollstindigung)
LY(R™) = LE(R™) +iLE(R™)
E%(Rm) 5f: R"™ — [~00,00] =: R
und es gibt eine L!-Cauchyfolge (f,,) C Co(R™) mit lim, . fn(z) = f(x) fiir
x € R™\ A, wobei A eine Menge vom Ma$ 0 ist.
Dann ist (?) [g f = limy oo [gm fn (evtl) wohldefiniert.
Bemerkungen

1) fam | existiert, weil

/m(fn - fm)‘ < /m |fn - fml = an - mel <e€ Vn,m 2 ’I’L(E)

(Monotonie, —|g| < g < |g])

2) Mengen vom Maf} 0: Ve > 0 3V} offen: vol V; < e und A C V,

z.B. A abzihlbar

=Ac |J Bilw) =V
A=(ai)ien
= volV, < ZvolBg(ai) < ZC (i)m =C'em
i > i>1 2

= Q hat Maf$ 0, d.h. Mengen vom Maf3 0 kénnen dicht sein!

C =Cantormenge hat Maf3 0.
3) (fn) L*-Cauchyfolge (CF) = 3(f,,) & A vom MaB 0 : f,, (z) — f(z)

firx ¢ A

Also sollte man jeder CF (f,) ein f € L'(R™) zuordnen kénnen.

a) (gn) L*-CF, (gn) ~ (fn) <= (gn— fn) L*-Nullfolge = (g,,) bestimmt
Teilfolge (gp,) mit

gn, () — g(x) Vo ¢ B, B vom Maf} 0 und f(z) = g(x) fir x ¢ AU B,

dh. f~gin E(Rm), f(z) = g(z) fast iiberall,

dh. [(fa)] — [fl € LYR™)/ ~
——
L1-CF/~

b) Diese Abbildung ist bijektiv und sogar isometrisch.

I = [ V1= Jim [ 1l = NG

Nichste Fragen
1) Wie konnen wir ﬁ(Rm) unabhéngig von Cauchy-Folgen beschreiben?

2) Welcher Inhaltsbegriff lasst sich aus L (R™) ableiten?

V offen :>V01V:/ 1=/ XV
V m

d.h. ist vol V' < o0, so ist xy € ﬁ(Rm).
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Beweis: Explizite Konstruktion einer L'-CF (1,,) C €(V) mit ¢, (x) — xv ()
fir fast alle z € R™.

Wenn vol V' = oo, dann gilt vol V' = limgr_,o, vol (V N Bg(0)); das gilt aber
auch fiir endliches Volumen.

6.1.12 Hilfssatz
Fiir V.C R™ offen gilt

volV = lim vol (V N Bg(0)) (: lim XVQBR(O)> .
R—o0 m

R—o00 R

Beweis: Ubung

Deshalb folgende Definition

6.1.13 Definition
A C R™ heifit messbar, wenn xanpr0) € ZI(]R’”) VR > 0. In diesem Fall

definieren wir das Majf§ von A als

A(4) = lim XANBR(0)-

R—o0 Rm™

L:={ACR™; A messbar}

heifit das System der Lebesque-messbaren Mengen; X heifit das Lebesgue-Maf$ auf
L.

PR™) > LR, = [0, 00]

Welche Eigenschaften haben £ und A\?

1) 0, R™:
Xo(z) =0V, xp € LY(R™) (C — Vektorraum)

Mit Ar := AN Bgr(0) ist Xgm, = XBr(0) € ivl(]Rm) nach 6.1.12
=0,R™ e L

2)  X(cA)x = XBr(0) — XAg € L1(R™), d.h.

AeL=>CA=R"\AecL

3) V CR™ offen = V € £ nach 6.1.12
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4) A, AyelL=A1UA A NA el

Beweis: C(A1NAsz) = CA;UCA, = Es geniigt, die Vereinigung zu behandeln.

X(AluAg)R = XAIRUAZR = XAlR + XAQR - XAlRﬂAzR
= XA1r T XAsg — XA1 g XA2g
M~ N Y——

erLt erLt ?

Allgemeiner: fi,f; € L' = I(f1,), (f2,,) L'-CF mit f;, () — fi(z) fiir
Jr1n(2) fan(x) = fi(@)f2(2) fiir z ¢ A3 U Ay

| f1nfon — fimfomlly < fim (fon = fom) 1+ 1 f2n (f1n — fim) I
—_— —_—

o.k. o.k.

Gegenbeispiel: In (0,1) sei f(x) = % € L', aber f(z)?=21¢ L'

Problem: (f,) C Co(R™) L-CF % ||fulloo < C Y = ng

6.1.14 Hilfssatz

Es sei f € ﬁ(Rm) und |f(z)| < C Vo € R™. Dann gibt es zu jedem € > 0
eine L!-Cauchy-Folge (f,) C Co(R™) mit f,(x) — f(z) fast iiberall (f.ii.) und
|[frn(z)| < C+¢e Va.

Beweis: (f0) C Co(R™) L*-CF, fO(z) — f(z) f.ii. (fiir x ¢ A)
0.B.d.A. fU reellwertig

C+e,  fala)>2C+e
fn(x): —C —¢, fﬁ(x)S—C—a
ox) sonst

O
Mit 6.1.14 diirfen wir annehmen, dass | fi, ||, < 2 = (fi,/f2,) L'-CF =
Behauptung (4).

5) (Ao C L, AN A;=0firi#j

:>UAi € L und A(UAi) :Z)‘(Ai)

i>1
Beweis:
n+k
X(UADr = XUAin = D Xainr D XAl < vol Br(0),
i i=n

d.h. (37 x4, ;) ist L'-Cauchy-Folge.

VL: Mo, 2004-04-26
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6.1.15 Hilfssatz
Es sei (fn) C E(Rm) eine L!-Cauchyfolge. Dann gibt es ein f € ﬁ(Rm) und
eine Teilfolge (f,, %), die fast iiberall gegen f konvergiert.

Beweis: Zu f, gibt es eine L'-Cauchyfolge (f,1)ien C Co(R™) mit f, (x) —
fu(x) fir z ¢ A,, A, vom Mafi 0. W&hle I = [(n) so, dass
1
n

I i)k = Frimylls < Vk e N

Dann folgt fiir g, := fy,i(n)
g+ = gl = | fatminany = Friemlls
< an+k’l(n+k) — fn_i,_k;Hl + ||f’n+k5 - f’ﬂHl + an - fn’l(n)Hl
1 1
< =+ | forke = full + =
n n
< %—f—g fiir n > n(e)

Also ist (g,) C Co(R™) eine L'-Cauchyfolge, die in L' gegen f konvergiert.
Dann existiert eine Teilfolge (g5, ) nach 6.1.2 (Fundamentallemma) die fast iiber-
all konvergiert. Der Grenzwert muss dann mit f fast {iberall iibereinstimmen,

das heifit f € L1(R™). O

Wir sagen jetzt: A C R™ ist messbar < X anp(0) € E(Rm) VR > 0.
L bezeichnet die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen (£ C P(R™)). Weiter
setzen wir

R—o0

A(4) == lim A XANBRr(0) = Rli_{noo IXAnBR©) 1

Dies nennen wir das Lebesgue-Mafl von A.

Die Eigenschaften von £ und A:
1) 0, R™eL; A0)=0; AR™)=o0
2) Ac L.=CAc Lund M\(CA) 4+ Aa) = 0
3) ABeL=AUBe L ANBeL

Problem: xaup =Xa+XB—X4anB =XA+XB — XA ' XB

Achtung: Aus f; € ﬁ(Rm) folgt nicht f1 - f5 € ivl, es sei denn f; oder
f2 ist beschriankt.
4)

(Ai)ien C LA NA;=0,i# j= A=A € Lund MA) = \A)

i=1 i>1

(o-Additivitit)
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Erinnerung an das Argument
e —~
xa(z) = ZXAi (), xa, € L'(R™) nach Voraussetzung
i=1

Wenn ein 4; A(4;) = oo erfiillt, dann ist x4 > xa,-

i

= B}LIHOO/XAOBR(O) =00

AMA) = o0

Also kénnen wir uns beschrénken auf A(4;) < oo. Einfacher:

XANBR(0) = Y XAinBr(o) Wnd A(A; N Bg(0)) < oo

i>1
und
UAi N Br(0) C Br(0) = XanBr(0) < XBr(0)
das heiBt, es geniigt zu zeigen, dass > | Xa,nBx(0) = g5 eine ivl(]Rm)—

Cauchyfolge definiert, weil

95(30) e XAnBgr(0)(z) Vo eR™

lofe o = [ lofa@) = ol @lda

n+k

= / Z XA;nBg(0)(T)dT
R

" n+1
k+n

= Z / XA;nBr(0) < volBr(0)
i=n+17R™
das heiBt, die Reihe Y7, ; A(A; N Br(=)) konvergiert. = (g5) ist L' —
CF in LY(R™).
Also gilt

Xansa© € LHR™) und >"A(A; N Br(0)) = Y x(A: N Br(0))

i1 i>1
Dann ist

A(A) = lim A(AN Bg(0))

R—o0
N
> lim A(4; N Bg(0))

R—oo

s
Il
_

AMAi) = A(4) 2 Z)‘(Ai)

i>1

I
.MZ

«
Il
—
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Ist A(4;) = oo fiir ein ¢ oder, allgemeiner,

> A

i1
so gilt 0o = A(A4) = "5 A(4).
Es bleibt also nur der Fall, dass 3,5, A(A;) < oco. Dann ist aber x4, €

LY(R™)Vi und g, = Sorixa, € L'(R™) definiert eine L!-Cauchyfolge,
die gegen x4 konvergiert

:>/\(A):/XA: lim /gn: lim ) " A(4;)
i>1

Es sei A € L eine Menge vom Maf} 0. Dann ist A € £ und A(A) = 0. Dies
beschreibt genau alle Mengen vom Maf 0.

Beweis: Sei A eine Menge vom Mafl 0

= Ve > 03V, offen: A C V,,\(V;) <e.
Also gibt es eine Folge V,, von offenen Mengen mit A C V11 C V;, und
A(Vn) < %

Es ist zu zeigen: x4 € L'. Wihle dazu die approximierende Folge (f,(z) =
O)TLGN! Weiter ist XA < XVn und

N= [ras< /xV <1 saM)=0

Umgekehrt sei A € £ mit AM(A) =
£ A hat das MaB 0 (im alten Slnn).

Erinnerung an das Maf3problem: Gegeben sei eine Funktion (m >

1).

p:PR™) > X = p(X) €[0,00] =Ry

mit den Eigenschaften

e u()=0

* (Xi) C P(X) disjunkt, so ist pu(U;5; Xi) = D25 u(X3)

e ist g eine Euklidische Bewegung, so gilt u(g(X)) = pu(X).
Dann gilt u(X) =0 VX € P(R™).
Sei A € £ und g eine euklidische Bewegung, d.h. g(z) = Oz + a4 mit
ag € R™, 04 € O(m).
Frage: Ist g(A) € £ und A(g(4)) = A(A)?
Wir miissen untersuchen, ob xg(a)nBr(0) € L', und wir miissen

i
[t - Xg(A)NBr(0)



6.1 Problemstellung 349

bestimmen. Wir miissen benutzen, dass g ein C'-Diffeomorphismus R™ —
R™ ist!

0, z¢g(A)egix)¢A
Fir f € Co(R™) gilt

o= [ J@a 0 = [ fog i wldet Dg )y
g Rm) R

X 711’
W)():{l, cgAd)eglx)ed ()

Rm
g(x):y:ng:y—ayﬁl'_Oty Otag_g l(y)

= [ fog 'ydy
]:R'Vn

Das heifit: Ist (f,) L' — CF C Co(R™) mit f,(z) — xa(z) fast iiberall,
so ist (f, o g7 V)Lt — CF C Co(R™), die fast iiberall gegen y4 o g~!
konvergiert. x 409" = x,4(4) (beachte, dass g(B) das Maf 0 hat fiir g C"'-
Diffeomorphismus.)

Also ist xg(a) € L' und, falls A\(4) < oo, so gilt

ol = lxaog i = lim [ fuog™ Il = Tim [[full = Ixall

Andernfalls betrachte AN Bg (!).

6.1.16 Satz
Es gibt eine Menge B C R!, die nicht in £(R!) ist, das heifit £L(R!) # P(R!).

Beweis Betrachte I = [—3, 1] und zerlege I in die Aquivalenzklassen der

Aquivalenzrelation z ~ y & z —y € Q, I = = Uaca la- Nun benutzen wir das
Auswahlaxiom. Es gibt eine Menge B C I mit BN I, = {z,} Yo € A.
Wir schreiben jetzt [—1,1] N Q = (rk)ken. Dann betrachten wir

3 3
(1) Bk =B +7"]g C |:—2, 2:|

Weiter ist fiir k # | By, N B; = (0, denn sonst géibe es x4,z € B mit
To+Trr=23+1, =Tq—23€Q

Schliefllich gilt
(2) UBkD[ ]waa+(xxa)
k>1 ——
€Qn[-1,1]

Wenn nun B € L wiire, so wire A(By) = A(B), und wegen der o-Additivitét

gilt
w1

k>1
>NAB) VNeN = AB)=0

= A ([—%, %]) = 0 - Widerspruch. O
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Erinnerung

In R™ : fl(Rm)afof
Fiir Messbare Mengen £ C P(R™) gilt:

AecL&EVYR>0: xanBgro) € L' ;AM(A) = ]%ijnoo IXanBr O]

Aber: £ # P(R™) (Auswahlaxiom!)

Abstraktion: Allgemeine Integrationstheorie

6.2 Abstrakte Integration

Daten: Es sei X eine Menge, A C P(X) und p eine Abbildung:
p:A— Ry =[0,00]

Wir benétigen auflerdem Axiome fiir A und pu

Motivation: Algebra auf P(X)
P(X) >SA— XA € M(X, {0,1})

ist bijektiv, denn A = X;‘l(l)
{0,1} ~ Zy Korper (beachte 1 + 1 = 0!)
Also dquivalent:

P(X)3 A X4 € M(X,Z) = X
Dann ist X ein kommutativer Ring:
(Xa +XB)(2) :==Xa(2) + XB(2)

(Xa-XB)(z) == Xa(z) - XB(2)
Das Nullelement ist Xy und das Einselement ist X x.

~

o “Produkt® von zwei Mengen A, B C X: Xa.p(z) = Xa(z) + Xp(x) =
Xang ()

e “Summe* von A, B C X:

() = 0 oder a(r) =

%) = 1 oder (@)

Xanp()

Oa X\A( ) 5(\
1, Xa(z)=0,

= XauB\anB(T) =

)?A+B=>?A+)?B:{

AAB



6.2 Abstrakte Integration 351

Also ist z.B.
1) AAB AC)=(AAB)AC
2) AN(BAC)=ANBAANC

6.2.1 Definition

Ein Mengensystem A C P(X) heifit ein Ring, falls A ein Unterring von P(X)
bez. N und A ist. A heifit eine (Unter-)Algebra, falls X € A.

Eine Algebra A heifit eine o-Algebra, falls aus (A4;);en € A auch |J A; € A
iEN
folgt.

6.2.2 Hilfssatz

Fiir A C P(X) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
1) Aist ein Ring
2) e Aund VA, Be A:AANB,ANBeA
3) e Aund VA, Be A:AAB,AUBec A
) 0

4) e AundVA,BEA: AUB,A\Bc A

6.2.3 Hilfssatz
Fiir A C P(X) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1) A ist eine Algebra
2) Xe Aund VA, Be Aist CAund AUB€e A

3) Xe AundVA,Be Aist CAund ANB e A

Bemerkungen
1) Ai, Ay o-Algebra = A; N Aj ist o-Algebra.
2) {0, X} ist eine o-Algebra.

3) P(X) und £ sind o-Algebren.

6.2.4 Definition
Es sei Ag € P(X) beliebig. Dann definieren wir die von 4, erzeugte o-Algebra

als
N A

AU'Alg'v

ADAg

(Auch ein beliebiger Durchschnitt von o-Algebren ist eine o-Algebra.)
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6.2.5 Definition

Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Die von {O C X, O offen} erzeugte o-
Algebara heifit die o-Algebra der Borel-Mengen (nach Emile Borel): B(X)

Bemerkung: B(R™) C L (1), aber B(R™) # L

6.2.6 Definition

Es sei A C P(X) eine Algebra. Ein positives Maff auf A ist eine Abbildung
w:A— Ry mit

1) u(®) =0
2) p(AUB) = u(A) + u(B), wenn A,B€ Aund ANB =10

1 heift o-additiv, wenn auBerdem gilt: Ist (A;);en eine disjunkte Familie mit
A; € AViund A :=JA; € A, dann gilt:

w4 =D mA)

i>1 i>1

Bemerkungen
1) A ist ein o-additives Mafl auf £

2) u(A) =0VA € L ist das triviale Maf,
Nichttrivialitdt bedeutet: Es gibt A € A: u(A) >0

3) Positive nichttrivale Mafie auf P(X):

1, zg€e A

(a) Fiir g € X definiere gz, (A4) == {
0, sonst

(Dirac-Ma8, o-additiv)

#A, falls A endlich
(b) u(A):=
00, sonst

Dieses p heifit das Zéhlmafl und ist o-additiv.

4) Auf £ konnen wir ein Mafl py definieren fiir jedes 0 < f € L (R™) durch

uf(A)=/f= /XA'f (Ubung!)
A

Rm

6.2.7 Definition

Ein Tripel (X, A, 1) heifit ein Mafiraum, wenn X eine Menge, A eine o-Algebra
und p ein positives o-additives Maf ist.

Wesentliches Beispiel: (R™, L, )
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6.2.8 Definition
(X, A, 1) heiBt ein Wahrscheinlichkeitsraum, wenn p(X) = 1.

Beispiel #X <oo, A=P(X), u= %
Mit diesen Daten wollen wir integrieren.

f

Idee der Treppenfunktionen / Riemannsche Summen

6.2.9 Definition

Eine Abbildung f : X — R, heifit Treppenfunktion, wenn es paarweise disjunk-
te Mengen (A;)1<i<n € A gibt mit p(4;) < oo und f(z) = > a;xa,(z), wir
i=1

definieren dann

N
/ fdu = / fx)du(z) == Z%‘M(Ai) eR
X X T
Raum der Treppfunktionen: 7 (X, A, u) =T

Bemerkungen
1) Die Forderung «a; > 0 ist unnétig, von nun an «; € C i. allg.

2) Das Integral ist linear in 7 :

Nj
5= ajixa,
i=1
= f2= ZQZiXA2i = 20422' ZXAQ,imAik
i k

= fi= E QjiX Ay, NAg,,
1<i< Ny
1<k<No

= Bifi+Bafe= Z(ﬁmu + B20i2k) X A1;nAs),

ik

= /(51f1 + Bafa)dp =" (Brawi + Bacvak) (A N Asg)

ik
— 61 [ fidut s [ fads
Dabei nehmen wir an, dass |J A1, = [JAs, = X, wobei a;; auch den Wert 0

annehmen kann.
[: Co(R™) —R

VL: Mo, 2004-05-03
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Fundamentale Eigenschaften

(F1) [ ist linear

(F2) [ ist monoton

(F3) [ [SI< JII <l Crmd(supp f)™
Fundamentallemma

(fn) C C(R™) L'-Cauchy-Folge = 3(f,,) mit

1) fo.(z) T f(z), fir fast alle z € R™

2) If = fally =0, wenn |y =l oo || ey

Bemerkung: Der Beweis benutzt nur (F1-3) und die Definition von f{, f fiir
offene V' C R™. Genauer brauchen wir, dass [, [f| < [z [f] = If]l; -

Damit haben wir den Raum ﬁ(Rm) mit dem zugehorigen Integralbegriff:
/ . It (R™) =R
Messbare Mengen: A C R™, x 4nBg(0) € [7; Gesamtheit £ Lebesgue-messbare

Mengen.
MaB: AM(A) = limp_, ||XAnBR(0)H1 das Lebesgue-Maf3

/ : T(X, A p) —R
(F1) erledigt
(F2) f(x) = Zf\il aixa; () 20 < «a; 20Vi=> fX fdp =73, a;ipu(A;) =0

(F3) [f =22 lailxa, =

N
/Ifldu < Z [flloo 1(As) = [l fll oo 2 <U Ai) = [[flloe #(supp f)

i=1

6.2.10 Definition
Essei Ae Aund f € T(X, A, p). Dann setzen wir [, fdu = [, xafdpu.

Bemerkung Das ist wohldefiniert, weil f = 3" aixa, =

Xal =Y aixaxa, = Y axana, € T(X, A, p)
i i

mit /Afdu = Zi:u(AﬂAi) eR.
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6.2.11 Hilfssatz (F4)
Fiir fe T(X,A,u) und A,Be A, AN B = (), folgt

[ pu- /A fdu+ /B Fd.

Bemerkungen

1) Also ist das Integral von f € 7 eine Funktion A > A~ [, fdu € R. Ist
f>0,s0ist A— [, fdu ein positives MaB.
2) Beispiel: Das GauB- MaB auf R™ ist definiert durch g(A) := [, e~lel? (2737”,”/2,

kleiner Vorgriff) wobei [, e~1#I* —42__ — 1 d.h. (R™, L, g) ist ein Wahr-
R (2m)ym/

scheinlichkeitsraum.
3) Fir f € C(R), a < ¢ < b hatten wir F(b) — F(a) = f;f(x)d:c =
facf(x)dx + fcb f(z)dx.

Frage: Ist 7(R™, L, \) C L}(R™)? Jal

flx) =) aixa;
imf = {a1,...,an}, Annahme «; # o fiir i # j = A; = ).

Riemann-Summe Lebesgue-Summe

\

==

Riemann-Summe:

b
[ e =3 <t

K3

Lebesgue-Summe:

b
/ Fa)de = 37 FGONG ™ @)

[ (X1, Avy ) — (Xa, Az, po)

6.2.12 Definition

[ heift messbar beziiglich (X2, Az, p12), wenn fYA2) € A VA3 € Ay Im
Spezialfall Xo = R = [—00, 0], A2 = B(R) (und pe = A) nennen wir f einfach
messbar.
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6.2.13 Hilfssatz
Sei f: (X, A) — R. Die folgenden Bedingungen sind #quivalent.

1) f ist messbar.

2) Fiir jedes a € Rist f~1(z >a) € A
3) Fiir jedes a € Rist f~1(x > a) € A
4) Fiir jedes a € Rist f~1(x < a) € A.
5) Fiir jedes a € Rist f~1(z <a) € A

Beweis z.B.:1 < 2

{x > a} ist offen, also in B = f~1(z > a) € A, wenn f messbar ist.

Sei U C R offen = U ist abziithlbare Vereinigung von Mengen der Form {a <
x < b}. Weiter ist {a <z < b} = {z >a} N {z <b}. Nun ist

{x<b}:U{x<b—%}:UC{x>b—%}

neN neN

1
= fMa<e<bt)=fla>anfe<b)=fta>anJCf M @>b--)e A
N———— n
—_————
cA cA
Nun ist f~!(B) die kleinste o-Algebra, die f~1(U), U C R offen, enthilt, aber
A> fHU) VU offen = A D f~1(B) = f messbar.

Bemerkungen
(1) In der Stochastik heifien messbare Funktionen Zufallsvariablen.

(2) T(X,A,nu) C Mes(X, A) =: messbare Funktionen von (X,.A). Denn fiir
feTist f2(z>a)= A;.

a;>a “

6.2.14 Satz

Es sei (fn)nen € Mes(X, A) mit fo,(x) — f(z), Vo € X. Dann ist f €
Mes(X, A).

Beweis 1. Schritt: Wir zeigen fiir beliebige Folgen, dass sup f(x) := sup,, fn(z)
und inf f(z) := inf, f,(z) € Mes(X, .A). Dann ist

(sup f)"Hz > a} = {p € Xssup, fulp) > a} = U,{p € X;fulp) > a} =
U, fm(x>a)e A VaeR,

(inf f)"z > a} = {p € X;inf, fu(p) > a} = N, {p € X;fulp) > a} =
N, fnt(x>a)eA VaeR.

2. Schritt: Wir zeigen als néichstes, dass im f(z) := lim,, o f,, (z) und lim f () :
lim,, o fr () ebenfalls messbar sind. Wir setzen g,, := supy.,, fr(z) € Mes(X, A)
(nach Schritt 1). Dann ist g,41(x) < gn(x) ¥n, z und lim,, .o g(x) = inf,en gn ()
limf(z). = limf € Mes(X,.A) und limf analog (betrachte —f).

< |

n
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3. Schritt: o
lim f,(x) =lmf,(x) € Mes(X, A).

6.2.15 Hilfssatz
1) Ist g : R — R stetig und f € Mes(X,.A), so ist go f € Mes(X,.A) (wenn
f(z) € R Vz).
2) Ist g : R™ — R stetig und sind f; € Mes(X,.A) fir ¢ = 1,...,m, so auch
9(f1,- -, fm) (eventuell mit f;(x) # oo).

Beweis: Ubung

Anwendung: fi, fo € Mes(X, A) = a1 f1 + asfs € Mes(X, A), weil g : R? >
(z,y) — 12 + asy € R stetig ist.

(X, A, ) MaBraum X, (R, B, \) Mafiraum R

X L R messbar <= Y B)c AVBeB

Beispiel: Messbare Funktionen sind nicht unbedingt integrierbar, z.B. wenn
u(X) = oo, dann ist f(z) = 1 zwar messbar, hat aber kein endliches Integral.

Aber: LI(R™) C Mes(R™, L, \)

Denn zu f € L' gibt es eine Folge (f,,) C Co(R™), die fast iiberall gegen f
konvergiert. Diese Folge besteht aus messbaren Funktionen, denn f, *(z > a)
ist offen, also in L.

Sei A € L, M(A) = 0 die Ausnahmenmenge; dann ersetzen wir f(,) durch

XCAf(n) = f(n). Dann ist

(]‘771)71 (x>a)=ANf Yz >a) e Lund lim f,(z)= f(z) fir alle z € R™

n—oo

Nach dem Konvergenzsatz 6.2.14 ist f € Mes(R™, £).

Auflerdem gilt folgendes: Ist g : X — R beliebig mit supp g := g~ *(R\ {0}) vom
Mas 0, so gilt g~ !(z < a) C supp g, d.h. hat Maf 0 oder g~!(z <= a) C suppg,
d.h. ist Komplement einer Menge vom Maf 0 und ist also messbar.

Wie konstruieren wir das Integral — und damit - ausgehend von 7 (X, A, u)?

6.2.16 Definition

Wir setzen
T(X,A):={f € Mes(X, A); im f endlich}

Dann ist fiir diese f

fl@) =2 axs-1a

acR

VL: Mi, 2004-05-05
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Bemerkung: Dann wird

T(X, A p) ={f € T(X,A); Ifll, < oo} = {f € T(X, A); u(f~(a)) < 0o Va € R\{0}}

6.2.17 Satz

Zu jedem f € Mes(X, A) existiert eine Folge (f,) C 7T (X, A) mit lim,, o fn(z) =
f(z) Vo € X.
Ist f beschrinkt, so ist die Konvergenz sogar gleichméfig.

Beweis: 0.B.d.A. f >0 (weil f messbar <= f1 messbar)

Wir setzen jetzt

2

n .
i—1
o= = Xpaizt i) X @)
=1

Konvergenz

L Fall f(z) < oo = 3ng > f(z) = |fule) = ()] < 3 fir n > mng

1
n

2.Fall fz)=cc =€ fHz>n)Vn= f.(z)=n o0
Gleichmifligkeit

0<f(x)<C<oo:>f(x)<nVn>n0:>\f(x)—fn(m)\<%V$D

Konstruktion des Integrals durch L!'-Abschluss des Raumes 7 (X, A, 1)

Auf dem R-Vektorraum 7 (X, A, 1) haben wir (in 6.2.9) ein Integral definiert,
das die Eigenschaften F1, F2 und F3 hat:

/ > axprdn =Y ap(fH(a))
X aeR a€R

Damit erhalten wir den folgenden Satz, der genauso bewiesen wird wie fiir
Co(R™) und sein Integral (vgl. 6.1.2)!
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6.2.18 Satz

(1) Essei (fn)nen C 7 (X, A, p) eine L'-Cauchy-Folge. Dann gibt es eine Teilfol-
ge (fny.)pen» die fast iiberall gegen eine Funktion f € Mes(X, .A) konvergiert

(2) Es sei (gn)nen C 7 (X, A, u) eine L'-Cauchy-Folge, die fast iiberall gegen 0
konvergiert. Dann ist lim,,—.« ||gnll; = 0.

Wir definieren jetzt den Raum ivl(X7 A, ).
6.2.19 Definition
ZT(X, A,p) = {f € Mes(X,.A); es gibt eine L'-CF (fn)nen C T (X, A, p),
die f.ii. gegen f konvergiert}

Weiter definieren wir das Integral durch

/fdu = lim / fndu
X n—oo Jx

Bemerkungen

(1) Das Integral existiert, weil
‘/ (fn - fn+kdﬂ)‘ < / |fn - fn+k|d,u = ||fn+k - fn”l <efirn> ”(5)
X F3JXx

(2) Das Integral ist unabhiingig von der Auswahl der Folge (f,,)nen- Sind (fr)nen,
(gn)nen L*-Cauchy-Folgen in 7 (X, A, u), die beide fast iiberall gegen f €
Mes(X, A) konvergieren, so definiert h,, := f,, — g, eine L'-Cauchy-Folge in
T(X, A, ), die fast iiberall gegen 0 konvergiert. Nach 6.2.18 (2) gilt dann

]/n@—/%m+{/mwk/VMw=mnleo
X X X X n—oo

(3) Fir X =R™, A= L, pu= A, erhalten wir so den Raum ZI(R’”) zuriick

(a) f € L', z.z2. es gibt eine approximierende L!-Cauchy-Folge in 7 (R™, L, \.
Zuniichst gibt es eine L'-CF (f,) C Co(R™), die fast iiberall gegen
f konvergiert. Als nichstes konstruieren wir Treppenfunktionen g, €
T(R™, L, )\) so, dass

90(@) — Fu(@)] < AsupD fu) ™ (Iall > C > 0 ¥m)

1
jMw%%:/l%—MMg—
R"" F3

n
= (g,) L*-CF, die fast iiberall gegen f konvergiert

(b) Es gilt auch F‘(Rm,ﬁ, A) C ZE(R’"), aber das ist technisch etwas un-
angenehmer: s.u.
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Wir haben das Integral T : ﬁ(X, A, 1) — R konstruiert:
fe LN X, Ap) <= 3(fa) € T(X. A p)
mit
(1) (f,) ist L*-CF

(2) fn,(z) — f(z) f.i. fir eine geeignete Teilfolge.
Dann ist: I(f) = fX fdp =lim, fX fndp

6.2.20 Satz
Auf L! hat das Integral die folgenden Eigenschaften:

F1) Linearitat
F2) Monotonie
F3) | [x faul < [x [fldp < || fllo n(supp f)
F4) Wird fir A € A fA fdu definiert durch fX fxadp, so gilt fiir A,B €
A, ANB=0:
/ du=/fdu+/fdu
AUB A B
Beweis:

F1: f; € ﬁ(X, A, 1), € R; wéhle definierende Folgen (f; ) € 7(X, A, p).
Dann ist (f; ) L'-CF und fi n, (z) — fi(x) fast iiberall (0.B.d.A.!). Dann ist
auch (aq fin —&-afgﬁneN L'-CF und (o1 fin + a2 fon)(®) — (a1 f1 + aafo)(2) f.il.
= a1 f1 +asfo € L' und

/(Oélf1+042f2)dﬂz 1im/(a1f1n+oz2f2n)du
X n—ee
= o lim / fndu + as hm / fndp

) fiir 7 n—

—041/ f1du+a2/ Jadu

F2: f ¢ Ei,f >0 <= f=fr=1(f+|f]). Wihle definierende Folge
(fn) €T = foy = 3(fa +|fal) € T und fo, (z) — fi(2) fii. AuBerdem ist
(fus) L*-CF, denn

Wl =Vl = [ Wl =l < [ 15 = Sl
X F2) fin7 JX
= ||fn _mel < e fiir n,m = n(g)

Also ist
/fdpf 11m/fn+du > 0
X F3) fir7

VL: Mo, 2004-05-10
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F3: Die erste Ungleichung folgt aus F1), F2), weil —|f| < f < |f|. Fiir die 2.
Ungleichung bendtigen wir eine Vorbemerkung:

Eine messbare Funktion f : X — R heit wesentlich beschrdnkt, wenn es eine
Menge A € A, u(A) = 0 und eine Konstante C' = C(A4, f) gibt mit: |f(z)] < C
fiir x ¢ A. Wir setzen dann

inf C(A4,f), falls f wesentlich beschrinkt

1flloo = § wichi%o

o0 sonst
Weiterhin setzen wir supp f = f~1(R\ {0}).

Zur 2. Ungleichung: Sie ist trivial, wenn | f|lcc = oo (dann ist automa-
tich p(supp f) > 0); also nehmen wir ||f|] < oo an. Sie ist ebenfalls trivial,
falls p(supp f) = oo (dann ist automatisch || f|| ., > 0); also nehmen wir auch
w(supp f) < oo an. Wir withlen dann eine definierende Folge (f,, = fn+)nen €
T(X,A,p) fir |f|, und zwar so, dass || fo+|lcc < || flleo + € fiir € > 0 beliebig
und supp fn4+ C supp |f|. Dann ist

/ fldu = lim / Far < (oo +2)a(supp for) < (Iflloe +€)ps(supp £)
X n—oo Jx F3) fir7

Also folgt F3). Zur Konstruktion von (f,): Wéhle A € A, u(A) = 0 so, dass
[F@)] < | flloo + ¢ fiir & & A.

Dann konstruieren wir

n2 .
N /1 L
gn 1= T XFTHER D

j=1
und setzen f,, := XcAgn. Dann wird fX frdp = fX Indpe < (|| flloo +€)p(supp f)
F4: [, 5 fdu= [y xaus fdu= [y(xa+xs)fdu o Jafdp+ [ fdu

ert

6.2.21 Satz
Essei (f,) C ZI(X, A, 1) eine L'-CF. Dann gibt es f € L1 mit f=L'1imf, <

lim, oo || f = full =0

Beweis Es sei g, € T(X,A,p) mit ||f, — gnll; < 1. Sei némlich (gy,)4en
eine definierende Folge in 7 (X, A, u) fiir f,,. Dann wihlen wir k(n) so, dass fiir
ki, ke = k(n) gilt: [[gn,, —gny, 11 < 1. Dann ist (|gn, ~Gny(m |1 eine definierende
Folge fiir | f,, — Gnjom | SOdass

. 1
”fn = Gng(n) ||1 = /X |fn = Ingem) |d:u = leH;o/X |gnk = Gngn) ‘d/J, < E?

setze gn = gn,(,,- O-B.d.A. ist (g,) C T die definierende Folge einer Funktion

f € L' (denn (g,) ist L'-CF!). Dann ist (|gx — gn|)ren eine definierende Folge
fiir | f — gn| und daher || f — gn| < € fiir n > n(e), also

1
”f*fn”l < ||ffgnHl + Hgn *fn”l <e+ E
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Bemerkung: Nach dem Fundamentallemma besitzt auch die L'-CF (f,,) eine
fast iiberall gegen f konvergierende Teilfolge.

6.3 Konvergenzsitze

Simple Frage: (f,,) C ﬁ(X, A, ), limy, oo fo(z) = f(z) firein f € I?(X7 A, 1)

2 lim [ fodp = / lm fod,,
Beispiel X =[0,1], Lx, Ax
Dann ist fir f,(z) = 2™

lim 2™ = {0’ vl = 2™ — 0 fast iiberall

n—oo 1, z=1

! 1
/ " = — 0 — prima!
0 n -+ 1 n—
Fiir g,(x) = nz" ! ist aber
0, <1
lim g,(x) = { . = fn(z) — 0 f.iL
n— o0 o, T = 1

1
/ gn(x)dr = 33”|(1) =1+#0— Warum?
0

6.3.1 Satz (von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz)
Es sei (fn),en C L1(X, A, 1) mit

(1) furi(2)2 fule) Vo € X,

(2) [y fadpSa fiir ein o € R

Dann ist die Funktion f(z) := lim,—s fn(z) in ivl(X, A, 1), und es gilt

lim fnd,u:/ lim f,dp.
x XTL*)OO

n—oo

Beweis: (0.B.d.A. > in (1), < in (2)) Wir haben

n—oo n—00

f(z) = lim fop(z) = lim | fi(x) + Z (fi+1(x) — fi(x))
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Dann ist 0 < (farr = fo) (@) = X557 (fi41(2) = f3(2)) und

)
>0

n+k—1

Voot — full, = /X ok~ f)du= 3 /X (1 — i) dp < o — /X fudpi
j=n

Alsoist Y- [ (fi+1—fi)dp konvergent, also gibt es zu jedem e > 0 ein n(e) so,
dass || fosk — fullp1 < e fiir n > n(e), k € N. Also ist (f,,)nen eine L'-Cauchy-
Folge, die iiberall gegen f konvergiert, damit auch in L' gegen f konvergiert
und deshalb [y fdu =lim, o [y frdp. O

Diskussion: Fiir f € Mes(X,.A), f(x) > 0, dann f € L' oder nicht. Tst fe

I , so gilt fiir die Standardapproximation (f,) an f die Beziehung lim,, . [ fadp =
oo(!). Also kann ich fiir solche f(> 0) immer [, fdu € Ry definieren.
Damit kénnen wir gewisse Sétze eleganter formulieren:

6.3.2 Satz (Lemma von Fatou)

Es sei f, C ZT(X,A,,u) mit |f,(z)| < |f(x)] fiir ein f € ivl(X,A,u). Dann ist

/ lim f, < lim /fndu< lim / fndug/ lim f,du

Beweis der linken Ungleichung: Wegen f,(z) > —|f(x)| fiir alle x ist };(x) =
fa(@) 4+ |f(z)] =0, also 0.B.d.A. fr(z) >0 Vz

Ay = / fndp, o = inf ap, < a; Vj 2 n, ap < apga
X k>n
a= lim o, = lim a, > 0
n—oo n—oo
gal2) = Inf Fue) < F(2) %7 2 1, gale) < gusa (0)

lim f,(x) = lim g,(z) >0

n—oo

Wir wissen, dass g, € Mes(X, A), und wegen 0 < g, < f, < |f|ist g, € L.
Weiter gilt

[ gnin < jut [ fdu=an < [ Isidn <.
X kz2n [x X

Also ist lim g, = lim f, € L' nach Beppo Levi, und
n—oo n—oo

lim gndu:/ lim f,dy < lim a, = lim fndu
X X’Vl—)OO n—oo

n—oo n—oo X

Die dritte Ungleichung folgt wenn wir f,, durch — f,, ersetzen; und die zweite
ist trivial. 0
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6.3.3 Satz (von Lebesgue, iiber beschrinkte Konvergenz)
Es sei (fn) C LY(X, A, i) eine Folge mit

(i) fu(z) — f(x) fast iiberall,
(ii) |fn(z)| < g(x) fiir ein g € L1 fast iiberall.

Dann ist f € L' und
lim nw:/hmnw:/fw

Beweis: Es ist

lim_f,(z) = lim fu(x) = T fu(z) = f(2).

n—oo

Nach dem Lemma von Fatou sind limf, € It , und es gilt die Ungleichung:

[ stn< i [ gatn< T [ gadn< [ gan
X n—oo X n—oo X X

6.4 Integration auf Produktridumen

Wie definieren wir zu den zwei Mafirdumen (X, A, 1), (Y, B, v) einen zugehorigen
Mafiraum

(X XY, Ax B, pnxv)
S——

? ?

Grundlegende Forderung: Fiir A€ A, B e Bsoll Ax B € A x B sein mit
uw X v(Ax B)=u(A)v(B).

Problem: Das Mengensystem {A x B; A € A,b € B} genannt P = P(A,B) =
die Produktmengen verhélt sich “gut” unter

N:(x)AxBNA' xB'=AnA" xBnB

Aber: Wie steht es mit A x BUA’ x B’ ?

6.4.1 Definition

Sei Z eine beliebige Menge, S C P(Z) eine Teilmenge. S heifit ein 7-System,
wenn Sl,SQ eS=5N8¢esS

6.4.2 Definition

Wir bezeichnen mit A4 x B die kleinste o- Algebra in X x Y, die P enthilt (=
die von P erzeugte o-Algebra, auch mit o(P) bezeichnet).
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Was ist die Idee?

Ein XxY
Ex2=0
| | | !
| | | |12
X0 X X1 X2

6.4.3 Definition

Fir EC X x Y ist
E,:={yeY;(z,y) € E}

Aquivalent
XZEXxYDY B, =ny(ry(z)NE)

Dann sollte gelten
px(B) = [ v(Edn ™ [ By iy = o v(E)
X Y
Vorldufige Annahme: u(z) + v(z) < oo

6.4.4 Hilfssatz
Fir E € Ax Bist E, € B fiir alle v € X.

Beweis: 1. Eigenschaften der Abbildung F — E,: Ist (F;);ec C P(X xY),

so gilt

ieC icC

<U E) = {(=',y); (', y) € E; fiir ein i},
iec /.,
= {y; (z,y) € E; fiir ein i}
= {y;y € Ei, fir ein i} = | J By,
icC

Analog folgt
(ﬂ EZ-> =(\Ei: (CE), =CE,
ieC . i€C
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6.4.5 Definition
S C P(Z) heit ein A\-System, wenn folgendes gilt:

(A1) Z e S;
(A2) Ist (Sn)nen C S und Sy, C Spy1, so folgt (U, ey Sn € S.

()\3) 81,5268751C52:>52\51€S

6.4.6 Satz (\-m-Satz)

Es sei S ein A-System und &’ C S ein 7-System. Dann gilt

a8 cS

Beweis

Malcolm Adams & Victor Guillemin: Measure Theory and Probability,
Monterey Ca. 1986, ISBN 0-534-06330-6

Wir betrachten jetzt das Mengensystem
S={ECXXxY;E,€BVxe X}

Dann ist S eine o-Algebra und P C S, denn fiir E = Ax B, A € A, B € B folgt:

E, = B, xeA’éEmeBVxeX.
0, z=z¢A

O
Wir haben E, € BVx € X, also v(E,) < v(Y) < oo. Damit definieren wir eine
Funktion

X3z ¢p(r) =v(E:) € Ry
z.2.. ¢ € Mes(X, A).

6.4.7 Satz
Fiir £ € A x Bist ¢ € Mes(X, A).

Beweis: Wir setzen S := {E C X X Y;¢p messbar }
Dann zeigen wir (mit dem A-w-Satz!)

(1) S ist ein A-System;
(2) PcS
Dann folgt A x B C S, also die Behauptung.

(1) S ist ein A-System
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(A\l) X xY €S-
Pxxy (@) =v(X xY),)=v(Y) VreX

d.h. ¢X><Y = XX - Z/(Y) S Mes(x,A)

()\2) E, €S F; CEiy1 = FE:= UEi €S.

0< ¢m: () =v(Eiz) SV (Biy12) = ¢B,, (2)

d.h.
¢p() = ¢y p, (2) = v(({J E)e) = v Biz) = lim v(Ei,) = lim ¢p,(x)

d.h. ¢ € Mes(X, A)

()\3) E17E2€S:E1CE2$E2\E1 eS

OB, (v) = v(E2) = v((E1 U B2 \ E1)y) = v(E1,) U (B2 \ E1)y)
=v(Ez +v((BE2\ Er)z) = ¢, (2) + dp,\E, (7)

= ¢p,\p, € Mes(X, A) = B>\ E1 €8

(2) PcS A€ A BebB,

v(B), z€A

= ¢axp = v(B)xa € Mes(X, A)
0, sonst

baxp(x) =v((AxB);) = {

Wir definieren jetzt das "Maf”
7 .AXBSEO—)/ opdu € Ry
X
wegen 0 < ¢p(z) < v(y) < oo

6.4.8 Hilfssatz

7’ ist ein positives MaS.
Beweis
1) «/(0) =0v.
2) Sei (Fy)ien C A x B disjunkt; z.z.:

7 (U E,-) = Zw’(E

€N 1€EN
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) Lo () )Ll

/ Z E.) Beppo Levi Z/ E;.)du = Zyr’(E

1€N €N €N

6.4.9 Definition

Wenn wir die Rollen von X und Y vertauschen, so ensteht — nach denselben
Argumenten — ein zweites Mafl namens 7”’:

Beweis: Wir setzen S := {E € A x B;7/(E) = n"(E)}.
z.z.: (1) S ist ein A-System  (2) P C S (Ubung!)
=7 =7" auf A x B. O

6.4.11 Definition

uxvi=xa=x"

Erinnerung: < f C Mes(X, A) = [y fdu € R, benutze kanonische Ap-
proximation durch 0< fu € fur1 < f, fn € T(X,A), dann gibt es zwei Fille:

D

J—
0< [ = 3 I gt ) < 0 <o

720
:>f€iv1und lim/fndu:/ fdu

lim fnd,u 00,

n—oo

/fd,u = lim/fndu:oo
X n—oo Jx

Dann gilt der Satz iiber monotone Konvergenz ohne die Voraussetzung:
sup,, [y fadp < C < .

dann setzen wir
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6.4.12 Satz (Fubini II)
Essei f: X x YV — R, messbar beziiglich A x B. Wir setzen
foy) = f(z,y) = fy(x) V(z,y)e X xY.
Dann gilt:
la) X >z~ fy € Mes(Y, B),
1b) Y 5y — f, € Mes(X, A)
2) [y F@y)duxv(a,y) = [y[fy fo)dv(y)ldu(z) = [y [ fy(@)dp(x)]dv(y)

Beweis
la,b) v

2) Wir wissen, dass 2) richtig ist fir f = xg mit £ € A x B (Fubini I), und
damit auch fiir f € 7(X x Y, A x B), f > 0 (Linearitit der Integrale).
Wir betrachten jetzt die kanonische Approximation 0 < f, < fro41 < f,
fn € T(X xY, Ax B), so dass (nach monotoner Konvergenz)

n—oo XxY

[ gawxo=tm [ fuacw=tm [ pamao)] )
XxY X Y

Andererseits ist

/ / fe(y)dv(y)dp(x / /Y lim fuo (y)dv(y)dp(x)

= [ [ ewt) )
LT

Fn(z) /n—oo[ fo(y)dv(y)=:F(x)
(Monotonie der Integrale)

Jim. /X /Y Fra(y)dv (y)dp(z)-

= Behauptung O

Generalvoraussetzung war v(y) + p(z) < co.

Grundsitzliche Aussage: Ist f integrierbar im Produktraum, so auch in
den einzelnen Faktoren, wobei die Integrationsreihenfolge keine Rolle spielt.

6.4.13 Definition

Ein Mafiraum (Z,C, k) heiit o-endlich beziiglich C, x, wenn es C; € C gibt mit
1) Z CUjen G
2) k(C;) < oo Vi.

6.4.14 Satz (Fubini allgemein)
Fubini I und II gelten auch, wenn X und Y o-endlich sind.
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Beweis Ubung; Hinweis: Wir kénnen annehmen, dass (Ci)ien disjunkt ist.

Anwendung Wenn wir den Mafiraum (R, £, \') konstruiert haben, dann er-
halten wir auch (R?, L' x L', X' x \'); es bedarf eines Beweises, dass £2 = £’ x L’
und A2 = )\ x ).

6.5 Bericht iiber Maflerweiterung

6.5.1 Definition

Es sei R C P(X) ein Ring. Eine Abbildung u : R — R, heifit positives Maf
auf R, wenn gilt

1) p(®) =0,
2) wenn (A;)ieny C R disjunkt ist und |J; A; =: A € R, dann gilt pu(A) =
22 1(Ai).-
Beispiel R sei ein Ring, der von den halboffenen Intervallen [a, b) in R erzeugt
wird, —oo < a < b < co. Dann besitzt jedes A € R eine Darstellung

N
A= U[a“bi) mit —oco<a; <by < < by <oo().
i=1

Weiter wird durch

ein positives Mafl auf R definiert.

6.5.2 Satz (Hahn)

Es sei R C P(X) ein Ring und 4 ein positives Mafl auf R. Dann ldsst sich p
fortsetzen zu einem positiven Maf} auf der o-Algebra o(R).
Ist X o-endlich beziiglich ¢ und R, so ist i eindeutig bestimmt.

Beweis geschieht in zwei Schritten

Schritt 1: Wir definieren eine Abbildung p* : P(X) — R, durch

(A= it > (A,
A;er €N

6.5.3 Hilfssatz
w* hat die folgenden Eigenschaften
1) p(0) =0;
2) AC B = p*(A) < p(B);
3) Ist (Ai)ien C P(X), A= U,en Ais s0 gilt p*(A) < 3o;en 1 (Ai).
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6.5.4 Definition

Eine Abbildung p* : P(X) — R, mit den Eigenschaften 1,2,3 von 6.5.3 heifit
ein dufleres MafS auf X.

Schritt 2: Wir nennen jetzt eine Menge A C X p*-messbar (beziiglich eines dufieren
Mafes p*), wenn gilt p*(Z2) = p*(ZNA) + p*(ZNCA) VZ C X.

6.5.5 Satz

Es sei p* ein dufleres Mafl auf X und A die Menge der p*-messbaren Mengen.
Dann ist A eine o-Algebra, und p* definiert ein positives Ma$B.

Bemerkung Fiir R wie im Beispiel erhalten wir A = B(R) und p*|4 =
NlBw)-

6.6 Bericht iiber Mafle und Funktionale

I:Co(R™) > f=1I(f)= [gm [AN™ = [, f(x)dz € R ist ein positives lineares

Funktional, d.h. I(f) > 0 fiir f > 0.

6.6.1 Definition

X sei ein vollstindiger metrischer Raum. X heifit lokalkompakt, wenn es zu

jedem z € X ein € = ¢(z) > 0 gibt mit B.(z) kompakt.
Ist dann p ein Borelmafl auf X, so definiert die Abbildung

CO(X)BfH/ fdu < oo
X
ein lineares positives Funktional.

Idee (F. Riesz) Es gibt eine 1 — 1 Korrespondenz zwischen Borelmaflen und
positiven Funktionalen, gegeben durch

15 = | fdn.
X
Wir koénnen versuchen, ein dufleres Mafl auf X zu erzeugen durch
1) (V) :=supyeev) Lu(¥), 0 #V offen;
2)

H (A) = ACVI,I‘}fof‘fcnu (V)

6.6.2 Hilfssatz

w* ist ein duferes MaB auf P(X).
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Zum Beispiel Warum ist p* (@) = 07

2z inf pu* =0.

2z Vlglffen'u (V) 0

1) Es gibt V mit p*(V) < co: wihle § # V mit V kompakt, dann gibt es
Y € Co(X) mit 9|y = 1 (denn jeder Punkt von V besitzt eine offene
Umgebung mit kompaktem Abschluss und - nach dem Satz von Urysohn -
koénnen wir eine Zerlegung der Eins konstruieren wie im R"™). Dann folgt

P (V)= sup I,(¢) < I,(¢) < o
pee(V)

2) Wiébhle jetzt ¢1 mit

6.6.3 Satz

Es sei I, ein positives Funktional auf X. Wir setzen

R = {ACX;M*(A)<oound w (A) = sup ,u*(K)}.
K CA kompakt

Dann ist R ein Ring, und p*|% ist ein positives Ma8.
6.7 Einige Anwendungen der Integralrechnung

VL: Mi, 2004-05-19
(a) Die LP—Réaume

Wir haben die Funktionenrdume

f%&AM—{fGMMXAMWM—LJWu<w}

([1=[t~ [

L®(X, A, 1) = {f € Mes(X, A); f wesentlich beschrénkt }
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[flloe = inf Ca

n(A)=0
AeA

Die Funktionen f +— | f|l1,f — ||fllco sind Halbnormen, aber im allgemeinen
keine Normen. Deshalb setzen wir

Ll/oo(Xa A, p) = Zl/oo(X’ A )/ ~ = El/oo<X’ A, p) /9N

wobei M = {f € L1/o° (X, A u); f(z) =0 L } M ist abgeschlossen unter L/>°-
CF.

6.7.1 Definition

Es sei 1 < p < oo. Dann setzen wir fiir f € Mes(X,.A)

1l = (/X |fpdu)‘“  l<p<oo

(s0 dass 0 < [ Fllps INFllp = NI Flls 1 Fllp = 0 £ = 0 £ii.)
Weiter setzen wir

LP(X, A, ) = {f € Mes(X, A); || fll, < o}
und LP(X, A, p) == LP(X, A, 1) /7.

6.7.2 Hilfssatz
Es seien f, g € Mes(X, A).

1) If - gl < 1/llpllgllyr wenn 1 < p < oo und fiir 1 <p < oo, L+ L =1&
p/: 1 _ _p

1-I p—1"
P
Fiir p = 1 setzen wir p’ = oo; fiir p’ = 1 setzen wir p = co. p’ heifit der
zu p konjugierte Exponent. (Hdldersche Ungleichung, fiir p = 2 Cauchy-
Schwarz-Ungleichung)

2) 1f +9llp < IfIlp + lgllp, das heiBt ||- ||, ist eine Halbnorm auf L? und eine
Norm auf LP. (Minkowskische Ungleichung)

Beweis

1) Wir erinnern uns an die verallgemeinerte AG-Ungleichung

1 b
arby <242 fira,b>0

p P’
Wir setzen ar = |”f}ﬁ)|,bﬁ = ‘Hg;f)l und erhalten
P p’
P '
[f(@)g(@)]| LIf@P 1 |g()]

1
1£lpllgle =~ 2 IFIB P Jlg)s

und integrieren

1 / 11 P11 .\
AT f-gdu<(/ fpdu) +,,(/ gpdu) =1
Tl Jx 79 < mm U ) e U

LN
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/|f+g|pdu=/ F+glP U f + gldu
X X
< / gl Sl + / 1+ glPgldu
X X

I’

/X F g au | (1l + gl
(p—1)p’=p

r
das heift |[f +gl[j < If +gllz” (1f]lp + [lgll»)

.
7

p1
= \f+alle 7 =1 +glp <71y + llgllp-

6.7.3 Satz (von Riesz-Fischer)
LP(X, A, 1) ist ein Banach-Raum und fiir p = 2 ein Hilbert-Raum.

Beweis Es sei (fy,)nen eine LP-Cauchyfolge, 1 < p < oo. Dann ist fiir n > n(1)

I frllp = I fn—Ffay +Fa)llp < 1fa—Ffa@llp+ el < 1T+ fa@lly =2 C < o0

Wir wollen zeigen, dass (| f[?)nen eine L-CF ist, so dass | f,, [P — | f|” £i. und
fn — fin LP. Also betrachte

b

fal@ = [fn(@)? | = a? — 17 = / pt?dt < (b — a)ph?

—_——  ——
=:a>0 =:b;a2b>0 a

also
[Lfnl? = | fmlPll2 </ |fu(@) = fon ()| (max {| fu(2)], | fm (2)| )P~ dpa

/ a@) = Fun@) (@) + [ fon(@) )P

p||fn—fm||,,||fn+fmu§

Pl fllp + 1 fmllo) ™ [ o = Fonll
p2O)7 || fu — fullp <O, nym > n(e)
N—_——

=:C

<
<

Ubung: Dann gilt tatséichlich, dass f, — f in LP. Fiir p = 2 entsteht die Norm
aus dem Skalarprodukt

(f.9)2 = /X fadp
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(b) Faltungen
Fiir f, g € Co(R™) bilden wir

[xg(r) = - fWg(x —y)dy € Co(R™)(!)

Beispiel Der Glattungsoperator

Tf@) = | )y

e CrB@), 530, [i=1 0= (2

6.7.4 Hilfssatz

Es gilt fiir f,g,h € Co(R™)
1) frg=gx*f
2) (fxg)xh=fx(gxh)

3) I1f* gl < £l
“Faltungsgruppenalgebra™

Beweis
1) Substitution ' =z —y
2) Ubung
3)

f(y)g(x —y)dy| dz

| @[ [

<] 1llste - wldyds

e [ @l - ey
= £l

a

Jetzt konnen wir # auf L' x L' "durch Stetigkeit” fortsetzen: fiir f,g € L' wihle
definierende Folgen (f,)nen, (9n)nen C Co(R™) und setze

fxg:=L" lim f,*g,.
n—oo
Das ist sinnvoll, weil

| fon * gm — [ % gnlls = [[(fn = fr) * g + fr % (gm — gn) 1
<N (fm = fu) * gmlls + [ fa * (9m — gn)ll1
<N fm = fallillgmll + 1 fallilgm — gnlla
<e firn,m > n(e).
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Die Definition ist auch unabhéngig von der Wahl der definierenden Folgen; denn
sind (f7), (g.,) andere definierende Folgen, so sind (f, — f) und (g, — g,,) L*-
Nullfolgen, dann argumentieren wir wie vorher.

6.7.5 Satz

6.7.4 gilt auch fiir f,g € L.

(c) Integrale mit Parametern

Sei (X, A, u) ein Mafiraum, Y ein metrischer Raum,

[ X XY 2 (z,y) = f(z,y) = fu(y) = fy(z) €C
F(y) ::/Xf(a:,y)du(x):/xfydu

6.7.6 Satz

Es sei yo € Y und es gelte:
1) fyistin LY X, A, p) fir y € Y;
2) f. ist stetig in y, fir z € X;
3) es gibt ein g € L (X, A, 1) mit
@) <gle) firyey.

Dann ist F' stetig in yg.

Beweis Es sei (y,) C Y eine Folge mit lim,, o yn = o, so dass fir z € X

lim f,, (z) = fy,(z) mnach 2)

n—oo

Weiter ist nach 3)
[fy. (@) < g(x) VneN,

also nach beschrankter Konvergenz

lim F(y,) = lim /X Sy dp = /X Jimfy, dp = F(yo)

n—oo

(*) Es sei jetzt Y C R™ offen und es sei f, partiell differenzierbar in yo in alle
Richtungen.
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6.7.7 Satz
Es gelte (*) und auflerdem
1) fy € LY(X, A, p);
2) f. ist partiell differenzierbar in Y in alle Richtungen;

3) es gibt ein g € L (XA, i) so, dass

fa

’a <yg(z) Vyey.

dy;

Dann ist F' partiell differenzierbar in alle Richtungen und

ay] / (z,y)dp(x)

Beweis Wir wihlen eine Folge 0 < h,, — 0 und bilden

Dann ist jedes f, € L' (X, A, u) und lim,,_, o fu(z) = ay f(z,y0). Weiter ist

n

B

1 1 0

h*(f(ﬂf,yo-thej) —f($ yo ’ }T/a— x yo-i-tej)dt
0

< sup
0<t<hn

z,y0 +te;)| < g(x).

o
dy;
Also ist beschrinkte Konvergenz anwendbar. = Behauptung. O
(d) Erinnerung: Dirac-Folgen

6.7.8 Definition
(¢n)n C C(R™) heift Dirac-Folge, wenn gilt:

VL: 2004-05-24

1 ¢
3) Ve, d > 0 gibt es ein n(e, d) so, dass fiir n > n(e, d) gilt f‘m|>5 On(x)dr < €.

Beispiel: ¢, = ji(z) = (%)77”](71.%) Dann sind alle Bedingungen erfiillt,
weil suppj1 € B1(0).
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6.7.9 Satz

Sei (¢n)n C C(R™) eine Dirac-Folge und f € L' N L (R™). Ferner sei A C R™
eine kompakte Menge, auf der f stetig ist. Dann gilt:

on x f(x) — f(x) gleichmiBig fiir x € A

Beweis:

Rm™

) </|y|<5 */lym) On(y)|f (@~ y) - f(a)ldy

[e>0,0 =46(¢g) so, dass |f(z) — f(2')| <cecfirx €A, |z —2'| <4
und n > n(g,0)]

<e [ bnt 28l = 1+ 20 f)

o 1(0) = 1@l = | [ ont)7Ce =) = £ < [ sutlrte =) - f@lay

Anwendungen: Weierstraf}, Fejer

e) Fouriertransformation

Notation:
R™ >z = (7317 ~-a-rm)§ §= (flv "gm); <.13,§> =161+ ..+ Tmém

o « (o3} Qo
0*8-3 Hled Cat A aly
= _— _—

., = —
ox;’ Azt - dxyn’ ol ol au!

Dj = (~V"1)7—: D*=D{* Dy

9.
8.%‘]' ’
Erinnerung: Fourierentwicklung in R

Ist f € C3 (R), dh. f € CYR) und f(x +2k7) = f(x) Vk € Z, dann haben wir
geschrieben

f(z) = Z J?(k)ek(a:) mit eg(z) = @k yund f(k) _1 " f(y)e_iykdy

T or
keZ -

(ex)kez ist eine orthogonale Familie von Funktionen in L?(S') = L?(0,27).

(\2‘7) ist eine Orthonormalbasis von L?(S), d.h. jedes f € L?(S?!) erfiillt die

Parsevalsche Gleichung: ["_|f(z)[?dz =Y, |f(k)|2

Wir wollen ein beliebiges f € L*(R™) aus “einfachen” Funktionen durch
Uberlagung (Summenbildung) gewinnen. Die Funktionen e, geniigen der Funk-
tionalgleichung:

er(z +y) = ex(z)er(y); er(0) =1

Wir versuchen, dieselbe Funktionalgleichung in R™ zu l6sen:

(a) e(z +y) = e(x)e(y)
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(b) e(0) =1
(c) e € L®(R™)
X sei eine Losung = x(z1€1 + .. + Tmem) = x(z1€1) - x(@mem) d.h. es

geniigt, X (t) = x(te;) zu bestimmen. Dann wird

F XE+8) =X (t+5) = X' ()X (5)
Mit Zx(t+s) = Zx(t + s) folgt X'(s) = x'(0) x(s) = x(t) = e, und dies ist
——

a

beschrankt <= a=1i¢,£ € R

6.7.10 Hilfssatz
Die beschrinkten Homomorphismen: y : R™ — C* haben die Form
x(z) = "8 mit ¢ e R™,

sind also tatsiichlich Homomorphismen R™ — S!. Diese nennt man die Charak-
tere von R™.
Also suchen wir nach einer Darstellung der Form

o) = 1 Fle)eitme)
@) = g [, Fleiae

analog zur Fourierreihe.
Wir miissen die besten Funktionenrdume fiir diese Darstellung finden!

6.7.11 Definition (Der Schwartz-Raum)
Wir nennen

F(R™) == {f € C®°R™) : sup [z*D?f(z)| =: pa,s < 00 Va, 3 € Z7'}
TeR™
den Schwartz-Raum von R™

Bemerkungen:

1) Z(R™) ist ein C-Vektorraum.

2) pap: ¥ — Ry ist eine Halbnorm auf .7 (R™).

3) Konvergenz f, — f auf . wird jetzt definiert durch:
Pa,g(f — fn) < e fiir n > n(e, o, f) Vo, B € ZT

Diese Konvergenz ist dquivalent zur Konvergenz bez. der Metrik

—(la pa,ﬂ(f - g)
d(f,g) = Z o—(lal+18) £e.B\) — J)
o, BELT 1+ Pas

4) Eine lineare Abbildung T : ¥ — . ist genau dann stetig, wenn es zu
o, €L v,6 € ZT gibt mit

paﬁ(Tf) < Caﬂp%ﬁ(f)'
Z.B. ist Dj stetig auf ..
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6.7.12 Definition
Fiir f € LY(R™) definieren wir

o~

FAQ = @) = [ =9 j(w)is

Wir untersuchen die Eigenschaften von F' auf .7.

6.7.13 Hilfssatz
1) F bildet . in sich ab und ist stetig.

2) D, f(€) = &F(€)
3) x;/(€) = —D, f(€)

Beweis: 1.) Wir haben zu untersuchen, ob

\§“D§/ e"H®O f(x)dr] < Cop < 00

fiir f € . Nun ist D?(e‘“z@f(x)) = (—z)Pe =8 f(z), also kénnen wir unter
dem Intergral differenzieren und finden

aph —i(x,£) do = @, —i(z,€) I¢]
enf [ e e = [ e (o) flayts

= (=Dt [ D) (~2)" f(x)da

Rm,
Beachte: Ist f € .7, so gilt: me 671 (z)dz = 0.

Beweis

of Fubini
= e T )dxy ATy,
R™ 8x1( ) * / / 8561 $1, ’ ) o *

Rm=13(z2,...,xm)

T
= / lim ﬁ(:vl,x')dxldm/
R 0

m—1 1T —00 -7 X1

= / lim (f(T,2") — f(=T,z"))dz = 0 nach Lebesgue,
R

m T—00

denn | 1(T.)] = e (L+ )1 (T.)
m 1
< Con [sup1+ e |

= Cm (pOO(f) + Z (Tnojl)'pavo(f)) W

|a]=m+1
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Also gilt: |---| = [(=1)lelH181 [ 1@ Do(af f(z))da|

Beachte weiter: Die linearen Abbildungen f +— z*DZf sind stetig in ..
Also wird auch
De(2Pf(x) €S = |"| < Cop < 00

Noch genauer: Wir haben (s.0.!): |[D%2? f(z)| < Ca,pp+.5(f)
nete v, 9. Also ist F stetig auf .7.

W fiir geeig-

2.)
FDif(€) = [ @9 i L@ = [(i5-e =) (@) = 76

3.) Ahnlich -
Beispiel: f(z) = e—121/2 = g=21/2 4 4 o—wn/2
Fe) = / e mE - nbn) /2L o= 2y U Sy e mit gla) = e/

Dann ist ¢/ (z) = —ze~" /2 = —x¢(z)
zd(x) + 0pp(x) =
() +iDyp(x) = 0
6 €S = 0=1(¢) +iDr$(§) = —Deo(€) + i€(€)
= iDed(€) + £(8) = 0= 6(&) = B(0)¢(€)
Also bleibt zu berechnen

(E(O) = - ¢(x)dx = /Z e /2 = \/5/0:0 e dz =21

d.h.

H(E) = /o —¥7 (&) = (2m) %
6(€) = v2me (&) = (2m)* f(¢) VL: Mi, 2004-05-26

e < Va,BcZ: St]%p |x0‘Dﬁf |— Pas(f) < o0
reER™

J1r@lde < [ @elsy ™ sup (14 )™ (0)]) do < 0 > # @) € LHE™)

ye

C(R™) ¢ Z(R™) ¢ LY(R™) N L>®(R™)

FRQ =€) = [ e f(a)s
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6.7.14 Satz (Fouriers Inversionsformel)
Fir f € 7 gilt

f@) = (2m) " f(=a) = 2m) " [0 f(e)ae,

D.h. F ist ein Isomorphismus auf .7 (R™) mit F~! = (27)~™F, wobei f(x) :=
f(=x).

Beweis: Fiir f € . ist f € .7, und wir miissen berechnen

Ff(z) = /R _eltme f()de

= [ e sy ae

Integration darf nicht vertauscht werden!

= lim w(@[ Fy)e O dy| de, wobei ¢ € F(R™), (0) = 1

0<e—0 R™ R™

f(&)-eit=e
zultissig, weil (1) lim y(e€) = 1 V€, (2) [¥(e€)F(€)] < 9]l 1F(©)]

— lm [ / (=€) f(y)e T 0 e md(eg) dy

/—/h

Y= —m _ _—m _
_Ollgo fly )1#( ) dy, dz=¢eMdy, y=cecz+z
zoilenio/ fla+e2)

= (@) [ Bz, denn (1) lim @ +22) = f(a) @)1f o+ 22| < 1 D)

= }E’jf(x) =cf(x), c= / 1])\(2) dz fiir jedes ¢ € . mit ¢(0) =
R’"L
Also wihlen wir z.B. ¢g(x) = e~lel?/2 o %(z) = (2m)™/24)(2)

67\1‘2/2dl’ _ (27r)m/22m/2 (/ €x2d13>

— 00

= [ ¢(z)dz = (2m)™/? /

R™

m

— 2m)"

6.7.15 Satz (Rechenregeln fiir F)
Fiir ¢, ¢ € .77 gilt:

1) [ = [0
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2) [ v =(2n)™ [ di
(3) oxv =0
(4) o0 = (2m) "G x P
(5) Fiir 7,0(z) 1= ¢z — a), a € R™, gilt 7,0(¢) = e~ (¢)

Beweis

(1)

[oa@p@ds= [ [ e o0 dydo
[ewiwar=[ [ owe i@ aray

= Behauptung nach Fubini

(2) Zu zeigen: [x7 = [0 Vx,n € .S

Ich setze jetzt y = QZ), Y =1

= ;2:55 2m)™, =10, b =1 =1

/xn—/éw(l)/cbw (2m) m/
=0 [ x-gi-9ds = em [ 1

(3) ¢*Y(x) = [zm ¢(y)¥(x — y) dy definiert. Dann wird

eL?t

22 DB (%) (a / o) (@ —y+ ) (D) (@ — y)dy

( )/¢ (& — )~ (D) (x - y)dy,

Bezm

also (1) ¢ x 9 € C°(R™) und |[2*DE¢ x )(z)| < Cop < .
Damit wird

m :/ ZT@/ oy y)dy dx

Fubml/ / —i{x— y,g )e—i@v@(b(y)dqjdy
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(4) Setze { = ¢, =1 = x = (21)""x = (21) "M, = (2m)""H = (27) 7"

Dann wird
G =X = x o = @m)m (k)Y = 2m) ™ )Y (2)
— @2m) ™ / S)d(—z — y)dy = 2m)™™ / H—)d(@ +y)dy
= (2m) "™ # ()

7dl©) = [ e 90g — ade = 05(¢)

x/

O

S (R™) ist ein C-Vektorraum, pag(¢) = sup,cpm |2*D2¢(z)| eine Halb-
norm. pgg ist eine Norm, aber die p,g sind méglicherweise keine Normen. Je-
denfalls ist (7, Bp;é(()) =0

Verallgemeinerung

Betrachte allgemeiner

(1) E Vektorraum iiber C,

(2) pi: E — Ry Halbnorm, ¢ € N,
(3) Niewpi (0)=0

Dann betrachten wir die Funktion

Eszrq(x ZQ’ pil <1
i>1 1+pl )

6.7.16 Hilfssatz

q hat folgende Eigenschaften:
(1) g(z) 20und ¢(z) =0 <= =0

(2) q(z+y) < q(z) +q(y)

Solche Funktionen heiflen Quasi-Normen.

Beweis

(1) ¢ > 0ist Klar; g(z) =0=p;(z) =0Vi=2x € ﬂp;l(o) = {0}
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(2) hz) == 155 = 1= 115, 2 = 0, ist C°° mit 1'(2) = (g3557 > 0, d.h. 7 st
monoton wachsend.
=:a =:b
pi(z +y) ~

Tip@ty) h(pi(z +y)) < h(pi(z) +pi(y))

< h(pi(@)) + h(pi(y)) = 5 f;f()x) 1 ngy)’

d.h. wir brauchen h(a+b) < h(a) + h(b) oder h(z) + h(b) — h(z +b) > 0 fiir
z>0. Ok. fir z=0und
1 1

B(z) =W (z+b) = 0517 123002 > 0 fiir b > 0 = Beh.

(3) ist klar wegen p;(z) = p;(—z).
Also ist d(z,y) := q(z — y) eine Metrik auf F.

6.7.17 Definition
(E, (pi)) heiBt ein Fréchet-Raum, wenn (E, d) vollstédndig ist.

Beispiele

1. :
5 TH T und FE ist

e p; = | - || sei eine Norm, p; := 0 Vi > 1. Dann ist ¢ =
genau dann Fréchet, wenn E Banach.

e . ist kein normierter Raum, aber ein Fréchet-Raum.

Wir wollen jetzt feststellen, was ein geeignetes Stetigkeitskriterium fiir Ab-
bildungen in F (bzw. in andere Fréchet-Réume) ist.

Sei T : (E,dg) — (F,dp) eine lineare Abbildung. Dann ist T stetig in
x € F genau dann — wegen Linearitiat —, wenn T stetig ist in x = 0, denn: fiir
Tp — T < x, —x — 0 muss gelten Tz, —» Tax < T(x—z,) — 0.
T stetig = T-1(BF(0)) > BE(0), d.h. ¢¥(z) < e = ¢F'(Tz) < 1,
dh. ¢F (T ze ) <1

q¥ ()

Zu beweisen ist folgendes Kriterium.

6.7.18 Hilfssatz VL: Mi, 2004-06-02

Esseien (E, (p;)jen), (F,(rj)jen) Fréchet-Raume. Eine lineare Abbildung T : E —
F' ist stetig genau dann, wenn zu jedem j € N eine Konstante C; > 0 und ein
N(j) € N so existiert, dass

(x) rj(Tz)<C; sup pi(x)=: ijN(j)(x).
1<iKN ()

Spezialfall: FE,F Banach-Rdume = p; = 0, j > 2; pi(z) = |z||g; 77 =
0, 7= 2,71(y) = ||yl| p- Dann reduziert sich die Abschétzung auf

1Tzl < Crll2 -



386 Maf3theorie

Beweis: Vorbemerkung: p? ist eine Halbnorm fiir alle N; jedes T, p; ist stetig
auf F bzw. E.

1) (%) = Stetigkeit:
z.z. ¥e > 030 = 0(¢), so dass qr(Tz) < ¢ fiir gp(z) < J; und es geniigt
die Stetigkeit in g = 0, weil T linear ist. Ubung!

2) Stetigkeit = (x):
T stetig, r; stetig = r; o T" stetig. Also gibt es ein € > 0 so, dass

rj o T(BF(0)) € Bi (0), €=c¢(j)

Weiter ist

Wihle jetzt N(j) so grofl, dass 2,\,%3) < E(Qj); dann folgt aus pN (z) < £(4)
auch ¢%(z) < &2 4 <) = (), d.h.

() [0.5() < BE,,(0)

Wiihle ein = € E so, dass p/V0) ( zey) ) = e(j)

PG (2)
e(j)x
=T OT(pN(j)(x)> 1
1 .
= |r;oT(z) < —pNU(x

~> Theorie der topologischen Vektorrdiume

Betrachte jetzt E = . (R™), F = C.

6.7.19 Definition

L(E, F) bezeichnet die stetigen linearen Abbildungen von E nach F.

Ist (E,(p;)) ein Fréchet-Raum, so setzen wir E’ := L(E,C); E’ heiit der
stetige Dualraum von E.

Der Raum ./ (R™) D> LP(R™) heiit der Raum der temperierten Distributio-
nen (im Gegensatz zu dem Raum der Distributionen C5°(R™)" — aber C5°(R™)
ist kein Fréchet-Raum).

L' (R™) 20, : S (R™) > ¢ ¢(a) € C

heifit das Dirac-Maf$ in a € R™.
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Nach dem Hilfssatz ist eine lineare Abbildung u : .(R™) — C genau dann
in .#/(R™), wenn es ein N € N und eine Konstante Cy > 0 so gibt, dass

lu(f)| < Cn  sup [2°D2f(z)].
xER™M
ol HIBI<N

Beispiele

1) Fir g € S(R™) setzen wir
w(f) = [ @y ec
Dann ist
(O < [ @)ool

< loll / (L4 [a?) ™ sup(L + [2]2)™ | f ()| de

< Cm sup |2 f(2)] |lgllo

la|<2m

ZGR"'L
2) Wenn g € Mes(R™, £) und (1 + |z[*)Pg € L! fiir ein p € R, dann zeigt
dasselbe Argument, dass u, € #/(R™).
3) ba: L3> fr fla) eCistin.o
Erweiterung der Operationen von . auf .’ durch Trans-
position
(a) Differentiation

Wie kann ich 0%u definieren fiir v € #/(R™) ? Fiir g € . soll gelten 0%u, =
Upa g

= 0%(ug)(f) = uag (f) = 0% g(x) f(z)dx partielle Integration

T
RmM

= (0 [ gz (wyis
= uy((=1)"10°f)

6.7.20 Definition
Fiir u € . setzen wir | 02(f) := u((—1)l*l9> f

b) Multiplikation mit a € .¥: g€ .

0 tg(f) = tag(f) = / a- g(@)f(x)dz = / g(x)af (@)dz = ug(af).
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6.7.21 Definition

Fiir a € S (R™),u € %' setzen wir
au(f) := u(af)

¢) Fourier-Transformation

By =g = iy = [ G@) s = [ [0y f@)dyas
P [ gg) [t fa)dudy
~ [ o) Fwdy = u, D).

6.7.22 Definition

Fiir u € &/(R™) definieren wir die Fouriertransformation durch

6.7.23 Satz

Die Fouriertransformation ist ein Isomorphismus von .’ auf sich mit

-~/
F =(@2mn)™F

Ubung: Definiere !

Beweis 1) F’ ist stetig
Das heifit, wir miissen Stetigkeit erst definieren!

. — < u,—u = Fu, — F'u Stetigkeit in .%*’
In L(E, F) definieren wir die Konvergenz einer Folge (T;,) wie folgt: T,, — T :<
(1)

lim Th,x =Tx,

n—oo

(2) Zu jedem j € N gibt es N(j) € N und C; > 0 so, dass

ri(Thx) < CipNY(x) Vo € E,neN.

Jetzt sei also (uy)neny C -/ mit u,, — u, d.h.

(1)
lim u,(f) =u(f) Vfe.

(2)
lun(NI < Cnx sup |2 D3 f(x)] Vfe S neN

lal+IB1<N
zER™
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Dann ist
(1) R R
lim @, (f) = Hm u,(f) = u(f) =u(f);

(2)

@ (f)] = lun(F)] < Oy sup  |2°DIf(x)]

| +IBI<N
TeER™
<Cy sup  |z®DPf(z)|, weil f— f stetig ist in .7
a(f) = a(f) = u(f) = u((2m)™ f) = (2m)™a(f) = Beh.
O

Beispiel

~ o~

5a(f) = 0a(f) = fla) = /m e ") f(2)dw = uo-sar (f).

Wie steht es mit Faltungen? Koénnen wir u * f € .’ definieren? Fiir
g, f,h €. sei

Ug * [ = Uguy

(i * 1)) = ges ) = | / Jh(e)dyda
/ /f x — y)h(z)dzdy
/ /f — x)h(z)dzdy

= ug(f

6.7.24 Definition
Fiir f,h € . setzen wir (u* f)(h) = u(f * h).

6.7.25 Satz
Fiir ¢ € CP(R™),u € ' (R™) ist u * ¢ = uy, fiir eine C*°-Funktion h, ndmlich

hz) = u(¢”), ¢*(y) = oz —y).
Das ist wohldefiniert, weil ¢* € Cg°(R™) C &#(R™) fiir festes x.

6.7.26 Satz (Approximation von Distributionen)

Zu jedem u € .Z'(R™) gibt es eine Folge (¢,,) C C§°(R™) mit ug, — uw im oben
beschriebenen Sinn.
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Beweis Erinnerung an den Gléattungsoperator:
@) =i(ah. 5> 0 j e CREO). [i=1

jel@) =75 (2) 5 Jef(@) = o x f (@) € (™)

Dann setzen wir
¢€ = J% (]5 * u>7

und (gb 1 ) N leistet das Gewiinschte.
"/ ne

6.7.27 Satz

Die Fourier-Transformation F”| L2(Rm,c,») ist ein Isomorphismus von L? auf sich.
Es gilt fiir uq,ug € L2

(ul,’LLQ)L2 = (27r)_m(ﬁhﬁ2)L2.

Beweis: Wihle (u,) C C§°(R™) mit u,, — u € L? in L2, |lu,, — ul ;2 — 0.
Dann gilt nach ...

[ = @l 72 = @m)™ llun — w7

d.h. @, ist eine L2-CF, d.h. es gibt v € L? mit u,, — v in L2. (!) Die Konvergenz
in L? impliziert die Konvergenz in .. Also u,, — v in .%/ = 4, — @ in .%’,
aber auch 4, — v in ./ = 4 = v € L?, damit

~12 . ~ 112 2
12 = T [@al3e = @m0 flul2.

6.7.28 Satz (Poissonsche Summenformel)
Es sei f € LY(R), f € L*(R), und es gebe C,e > 0 so, dass

~ C
(@) +f(z)] < A+ D

Dann gilt fir T > 0
1 ~ (21
Zf(”T) = TZf (T)
nez nez

Zeige zunéchst

(%) Z flz+2mn) = % Z f(n)em"” vz e R

n=—oo n=—oo

Beweis: Links steht eine 27-periodische Funktion, rechts ihre Fourier-Reihe.
F(z):=>7>"__ f(zx+2mn)

n—=—oo
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Z.Z.:

(i) F konvergiert gleichmifig auf [—m, 7], F € Cor(R)
(ii)

~ 1 ™ . 1 ~

F(n) = — F(x)e™"™"dx = —  f(n)

N—— 2w —r 2 N~
Fourierkoeff. (per. Fkt.) Fouriertransf.

(iii) Die Fourier-Reihe von F konvergiert.

Beweis
(i) Die Reihe ist absolut konvergent. Fiir x € [—m, 7] ist
C o C
(14 |z + 2nx))t+e = (1+ (2[n| — 1)m)l+e

und ) W < 00. Nach dem Weierstrafikriterium fiir gleichmé-

|f(z + 2nm)| <

Bige Konvergenz ist > f(z + 2nm) absolut und gleichméfig konvergent in
[—7, 7.
= Sie stellt dort eine stetige Funktion dar. = F' € Car(R).

F(n) = i/w F(z)e *mwdx— = Zf(m+2k7r)e’mwdx

2T
T kez

glm. Konv 1
2%k zn;cd
Z f x + 2km)e x

keZ =y
1 (2k+1)7{' )
=— / Fly)e =2k gy
2 rez” k=)
1 (2k+1)ﬂ' ) ki
== Fly)e ™ A dy
27 ;Z/(zkl)ﬂ 1
1 (2k+1)m }
== fly)~"™dy
27 kez;/(%—nﬂ )
Lebesgue 1 / f ,,Lm/dy . 7f( )
(i)
zna: _ 1 - Y mne
Fourier-Reihe von F: _2_: F =50 _z_: fln)e

Wegen ‘f( ””“’ = ‘f ‘
Nach Satz 3.6.8 (2) folgt

VreR: F(z ZF jerns & L if eine

n=—oo n=-—oo

W konvergiert die Reihe absolut.
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Nachtrag aus Ubung: Anwendung von (x) auf g(z) := f(az) mit a > 0

liefert nun (!)
1 N inx
2 ot 2anm) =500 ] (3)e

neZ
Mit x =0 und a = % folgt dann
1 ~(2mn
Zf(TZT) = TZf (T)
nez neZ

O
Fourier-Analysis, Zeta-Funktion siehe z.B. Patterson: Introduction to
the Theory of Riemann-Zeta-Function



Kapitel 7

Theorie der analytischen
Funktionen in C

7.1 Rickblick

a) Potenzreihen, Konvergenzradius

7.1.1 Definition

Eine Funktionenreihe ;- a;(z — 20)? heifit (formale) Potenzreihe mit Ent-
wicklungspunkt zg € C und Koeffizienten a; € C. Die Potenzreihe konvergiert
immer fiir z = z9. Die Potenzreihe heifit konvergent, falls es ein z; # zg gibt, in
dem sie konvergiert.

n—oo

lim {/|a;|, falls ({/|a;|) beschr.
B 00, sonst
Konvergenzradius (KR): R := % (mit L :=0, § :=o0)

7.1.2 Satz (Konvergenzsatz)

Die PR Y a;j(z — 2z0)’
Jj=0

e konvergiert in Br(zo)

e divergiert in C\Br(zo)
e konvergiert gleichméfig auf B, (zo) V r < R.

Zusatz: Uber die Konvergenz auf dem Rand {z € C : |z — 2| = R} lisst sich
im allgemeinen nichts sagen.

Beweis der Aussage iiber gleichmiflige Konvergenz: O.B.d.A. zy =
0,R>0.Seiz; €C,r<|z| <R

= lim {/]as] < + = {/laj] < ﬁ fiir fast alle j > 0

= {/la;||z1| < 1 fiir fast alle j > 0 = |a;|z1] < 1 fiir fast alle j >0
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= dM : |(lj|‘21|j < MV] >0
Sei nun z € Bgr(zp): |a;27| < %MJ = M(ﬁ)J w1 < 1,Z(ﬁ)j < o0 =
> ajz7 gleichméBig konvergent auf B, (z).

B,.(z9) heifit Konvergenzscheibe oder Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beispiele
1) Exponentialreihe: > ;—f, R= m =00

Quotientenkriterium PR: Y a;(z — z)

Sind a; # 0 fiir fast alle j und Jlim I‘lf‘bill‘j dann ist R = lim |a‘.ai|1|
2) Geometrische Reihe -, 2, R=1
3) Sinus und Cosinusreihe: > .- ((Qj_.ii);)!z%“ s 22550 ((5—;));sz7 R=

4) X (—%1)7'23-7 R=1

7!

7.1.3 Definition

Nach dem Konvergenzsatz stellt 3~ a; (2—20)7 in Br(z0) eine stetige Funktion
f i Br(zg) — Cdar. Sei U C C. f: U — C heifit analytisch in U, wenn
jedes zg C U eine Umgebung V besitzt und 33" a;(z — 20)7, so dass f(z) =
Yis0ai(z —20) in V.

Beispiel: Polynome, Exponentialfunktion, cos, sin (= Summen der entspre-
chenden Reihen)

b) Rechnen mit Potenzreihen (vgl. Satz 3.4.5)
7.1.4 Satz

Es seien f(z) = 3,50 a;(2 — 20)? und g(z) = > js0bi(z — 20)? konvergent mit
KR R; bzw. Rs.

1) Dann hat f + g die Reihendarstellung

(f +9)(2) = > (a; +b;) in Br(z), R=min(Ry, Ry)
j=0

Der KR der Reihe ist > min(R;, Rs)
2) Analog: (fg)(z) = Zj}O(Zi:O arbj—k)(z — 20)7 (Cauchy-Produkt)
3) Ist ag # 0, dann besitzt % eine Potenzreihendarstellung fiir |2 — zg| < p,

wobei p so, dass |a1|p + |az|p? + ... < |ag

Folgerung: Die Menge der analytischen Funktionen auf einer offenen Menge
U ist eine C-Algebra.
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7.1.5 Umbildungssatz

Ist f(z) =3 ;50 a;j(z—20)? konvergent in Br(zp), so ist f in jedem 21 € Br(z0)
in eine Potenzreihe entwickelbar.

1) = S =) far sl < Rl =] it b = 30 (] )aytea =20

k>0 >k

Beweis

f(z) = Zaj(z — ) = Zaj(z_ 21+ 21— 2)

j=0 j=0

=24 i <;) (z = 21) (21 — 20)" ™"

>0 k=0

<.

- N =™ | (2 = =1y
(1)

k>0 \j>

Rechtfertigung: Grofler Umordnungssatz.

¢) Holomorphie, Komplexe Ableitung (vgl. 4.2.11)
7.1.6 Definition
f:U — C heifit C-differenzierbar (komplex differenzierbar) in zo € U, falls

I lim f(z0+h) = f(z0)
h—0 h

=: f'(z) e C.

f heilit holomorph, wenn f C-differenzierbar in jedem z € U ist.

Erinnerung (4.2.12): f ist genau dann C-differenzierbar, wenn f : R? D
U — R? R-differenzierbar und D f(zg) : C — C C-linear.

7.1.7 Satz (Holomorphie der Potenzreihe)

Die Potenzreihe f(z) = > a;j(z—z0)’ habe den KR R > 0. Dann ist f in Br(z0)
unendlich oft C-differenzierbar, insbesondere ist f holomorph. Es gilt:

<ddz>k f=10) = j; <£)k!aj(z Lyt

mit ar, = 77 z0). (Taylor’sche Formel der Koefhzienten
i L f) Taylor’sche Formel der Koeffizi

Beweis 3.4.5
fl@)=3500;77, R>0 VL: Mi, 2004-06-09
= Fiir |z| < R ist f komplex differenzierbar und es gilt
_ f"(0)
ool

Die Potenzreihe ist die Taylorreihe der durch die Potenzreihe definierte Funkti-
on.
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Identitétssatz: Wenn f konvergent in |z| < R und f(z,) = 0 fiir eine unend-
liche Nullfolge (z,), dann ist f = 0.

Potenzreihen lassen sich zusammensetzen: f konvergiere in |z| < Ry, f(0) =0,
g konvergiere in |w| < Ry und es sei f(Bg,(0)) C Bg,(0); dann ist auch g o f
durch eine Potenzreihe gegeben

) .
go 1) =3 L0 sy,

|
>0

In der Regel schwierig auszurechnen!

7.1.8 Satz (Die Biirmann-Lagrange-Reihe)
Es sei f = h™', h konvergent in |z| < Ry und h(By, (0)) C Bg,(0). Dann gilt

g0 () "L go f(h(w)) = g(w) + 3" ajw’

j=1

o= () (o () ) e

0.B.d.A Entwicklungspunkt z = 0

J ,
D.h. fiir 37,5 a; (2 — 20) betrachte 3 a;w’ in |w| < R. Fiir konkrete Funktio-
= ——

w
nen ist das jedoch nicht so.

1 _
1—z:ZZJ’ 2] <1

720

Verschiebung des Entwicklungspunktes

1 1 B 1 1 3 (2= I
1—z 1-zp—(2—20) (1—z)(1—-2=22) 1-z 11—z

1—2o §>0

konvergiert fiir |z — 2| < |1 — 2o|-

3
N

> a2 = aj(z—z0+2) = > ﬁ: <‘§> 27z — 2)

Jj=20 =20 jz0 1
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(d) Der Begriff der analytischen Funktion
Erinnerung: 7.1.3 Definition

Sei G C C ein Gebiet und f: G — C. f heifit in G analytisch <= f besitzt
eine Potenzreihenentwicklung um jeden Punkt z € G.

Beispiele

(1) Alle ganzen Funktionen (KR R = oo) sind analytisch in C. (ganz rational
= Polynom)

(2) f(z) = L ist analytisch in C \ {1}.

(3) Was ist mit f(z) = VI+z=(1+2)2=3 (1/,2)zj KR R = 1?7 Fiir

20 €CIst V1+z=+1TF20+2— 20 =1+ 204/1+ ‘i_éo, |20| < 1. Wenn
zo so gewihlt wird, dass |1+ zg| > 1, so wird der Konvergenzradius grofer;
damit weifl ich noch nicht, wo /1 4 z analytisch ist bzw. sich analytisch

fortsetzen ldsst.

7.1.9 Definition

Es sei f eine Potenzreihe in Bp(zo).
Eine analytische Funktion f : G — C, G D Bpg(z0) ein Gebiet in C, heifit
analytische Fortsetzung von f, falls f|BR(20) = f.

Bemerkung: Nach dem Identitéitssatz ist f eindeutig bestimmt.

Erinnerung: Jede analytische Funktion in G ist holomorph, das heifit oo oft
komplex differenzierbar in G.

Umkehrung: Es sollte gelten, dass f(2) = >, f(J;(,ZO)( — z0)? — Konver-
genz?

Kurvenintegrale in C: [ := [a,b]. G ein Gebiet in C, ¢: I — G, ¢ sei stetig
und stiickweise differenzierbar, f : G — C stetig

:»/f dz—/f /foc oL

Anpassung an den Differentialform-Kalkiil: 2z =

x +iy — (z,y) € R?
c(t) = c1(t) +ica(t) — (c1,c2)(t); f(2) = ulz,y) + v(z,y)

=>/f /uoc t) +ivoc(t))(c)(t) +ich(t))dt
—/I(uoc cl(t)—voc~c’2(t))dt+i/l(uoc-c’z(t)+voc~c’1(t))dt
:/I[ Fe(d) () + iw™ (d)()] dt:/cw?e—i-i/cw}m,
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wobei wi® = udr — vdy und w}m = udy + vdzx.

Um den Satz von Stokes anwenden zu kénnen, berechnen wir
ou v Ju  Ov
dwi® = —— dz \dy = — dz A d
=gy + (g ) awndr=— (G + 37 ) ax

ou Ov
Im __ et
dwf’ = <8x Jy

Beachte: f holomorph in G = die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen gelten in G, d.h.

>d Ady

ou Ov ou ov

dr — dy Oy  Ox

:dw?e:dw;’n—
Beispiel: f( ) =e* = et = e% cosy + ie®siny; u = e® cosy, v = e* siny
du _ Ov du _ _ x; _ _0Ov
= 5y =€"cosy = gu, GL=—e"siny = —72

7.1.10 Satz (Integralsatz von Cauchy)

Es sei f holomorph in G und ¢ : I — G ein einfach geschlossener, stetiger
und stiickweise differenzierbarer Weg in G, sodass das Innengebiet von ¢ in G

enthalten ist. Dann gilt
/f(z)dz:/fzo.
c c
c(t) = e,
T et
—dt =1
2m /f ~ omi _. el

7.1.11 Satz (1. Integralformel von Cauchy)

Gegenbeispiel G = C)\ {0}, —r<t<m, f(z)= %

Es sei f holomorph in G und ¢ : I — G ein einfach geschlossener, positiv
orientierter, stetiger und stiickweise differenzierbarer Weg in G und bezeichne
G. das Innengebiet ¢, sodass das Innengebiet von ¢ in G enthalten ist. Fiir
z € G, gilt dann

T omi cC—2z

Beweis
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Zunéchst sei ¢ = ¢, c-(t) = z + ee', e < 1. Dann gilt

L LGE GRS CPpIY

I = f(z) /Tr Eieitdt:f(z)

2mi J_, ee’t
[I]<Ce Ve=1=0

= Die Formel ist richtig fiir ¢ = c., € klein. Nach dem Integralsatz 7.1.10 gilt
1 f(Q)

" 2mi s 6 — 2

_ 1 f(©)
dCme/cﬁd(—f(z)JrO(é) W5 € (0, 80).

16 =50 [ L

Bemerkung Ist z € G\Innengebiet von c, so ist ﬁ fc éc(fz) d¢ = Onach 7.1.10.

Mit § — 0 folgt

7.1.12 Satz (2. Integralformel von Cauchy)

[ NS VN f(©)
dzn (2) = F7(z) = 2mi /c (¢ — z)ntl dc.

Beweis Nach dem Satz iiber Differentiation unter dem Integralzeichen und

1 1 MWE der |h| k k
- X su X 1)
(C —Z— h)k (C - Z)k reellen Abl. O<t1:<)1 (< —Z— th)kJrl ok+1

wenn |h| < ho < 1 und hy so gewilhlt ist, dass By, (z) C G, dann setzen wir
d = d(Bp,(%),c(I)). Also folgt die Behauptung. O

Frage Sind holomorphe Funktionen analytisch, das heifit besitzen sie Taylor-
entwicklungen um jeden Punkt ihres Definitionsbereiches?

f holomorph in G, zg € G, R' > R > 0 so, dass Bg/(z9) C G. Dann ist nach
7.1.11 fiir |z — 29| < R

_ 1 f(Q)

flz) = 2mi fj(z(ﬂ_R’ (€ —20)— (- ZO)dC
_ 1 f(©)
B 2mi |¢—z0|=R’ (C - ZO)(l - Z:ig)dc

_ 1 3 f(©) <Z—Zo>jdC

211 [¢—20|=R’ >0 C — 20 < — 20

Z—Z0

(=20

wegen < % < 1. Weil die Reihe gleichméBig konvergiert, folgt

z) = zZ—2 i L —20) 777l
N e ML

¢ 21
j=0
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7.1.13 Folgerung

Es sei f holomorph in G und 2y € G. Dann lésst sich f um 2 in eine Potenz-
reihe entwickeln, deren Konvergenzradius > d(zg,CG) ist. Insbesondere ist jede
holomorphe Funktion analytisch.

Beispiele

(1) f(2) = 1= holomorph in C\ {1}; die Potenzreihenentwicklung (von zy # 1)
hat den Konvergenzradius |zo — 1].

e*—1

und |f(£27i)| = o0)

(2) f(2) = 5 =250 %zj hat den Konvergenzradius 27. (regulér in zp = 0

7.1.14 Folgerung

Sei f holomorph in G , 29 € G, Br(zp) C G. dann gibt es eine Konstante M > 0,
so dass
(n)
‘ S (20) < %
n! R

Dabei konnen wir M := sup._. =g | f(¢)| < oo wéhlen.

7.1.15 Folgerung (Satz von Liouville)

Eine beschriankte ganze Funktion ist konstant.

Beweis Wegen der Beschranktheit von f gilt fiir M := || f|| ., < oo und jedes
R > 0, nach 7.1.14,

=0 furn>1. = f(2) = f(0).

£(0) <% R ™ (0)
n! S Rn n!

7.1.16 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom vom Grad > 0 hat mindestens eine (komplexe) Nullstelle.

Beweis Sei p(z) vom Grad > 1 mit a, = 1 (0.B.d.A), so dass |p(z)| > 1|z|"

Ll < M fiir |2] < 2R.
p(2)

Aber fiir |z| > 2R gilt ’ﬁz) < |22|" < ﬁ, d.h. % ist beschriankt und damit
konstant. - Widerspruch O

fiir |z| > R. Weiter ist % ganz, also

7.1.17 Satz (Das Maximumprinzip)

Es sei f holomorph in G und nicht konstant. Dann kann | f(z)| in keinem inneren
Punkt von G maximal werden. In anderen Worten: ist G kompakt und f auf G
noch stetig, so nimmt | f| das Maximum auf 9G an.
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Beweis Sei zp € G und |f(z0)| ein (lokales) Maximum.
Dann ist ip := min{i € N;fU)(z) # 0} < oo und wir konnen wegen der
Konvergenz der Taylorreihe in B.(z9) C G, € > 0, schreiben

() ) ~ f(io) )
Feo-+ 1) = S0+ 3 Lm0 — gy + o L) oy

Jjz1

(o)
Dann wihlen wir i = |h| - e¥~1¢ und schreiben L0 = pevV=100 5 > 0, so
f(20)io!

dass

- f(io) o i i
hzofT('ZO) _ |h|10620ﬁ0p6ﬁ00f(zo) _ ‘h|zope\/jl(zm9+00)f(20)

Wihle nun 6 so, dass igf + 0y = 27

Rio f (o) (4, ;
= L) o)

SchlieBlich sei |O(hio+1)| < C|h|T so dass

F(zo)l + [R[*plf (z0)| = |h[***C

(20 + )| = [f(20) + k[ pf (20)] = Clh[*"
= |
= |
= |f(zo)l + b (p | f(20)] = [R|C)
>0 >0

(20) +

F(z0)|(1 + [h["p) — C|h[**
(20)

(20)

. 1f (o)l
>0 fiir |h|< 21500

Widerspruch

7.1.18 Bemerkungen

1) Sei G C C offen; f holomorph in G ( < : f € O(G)). Dann ist f
unendlich oft C- differenzierbar in G (insbesondere ist f € C*°(G, C)).

In jeder Kreisscheibe B C G gelten die Cauchy-Integralformeln:

d* ! ¢
@ =196 = [ i vepwen

Beweis Entwicklungslemma: Sei v : [a,b] — C stiickweise C! und ein-
fach geschlossen. Sei g : |7y| := Bild(y) — C stetig und F': C\|y| — C

P - | gC(C_)dzC

VL: Mi, 2004-06-16
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Bildy

Br(z0)

F ist analytisch: In jeder Kreisscheibe B = B,.(z0), BN |vy| =0, gilt

F(2) = an(z—20)", an= L[ g(Q)d¢
n=0

Tami) -z

O
Sei nun zg € G, Br(z9) = B C G. Wir wenden das Entwicklungslemma
an auf v = 0B, g := f|oBy(z)- Wegen der Cauchy-Formel

1 ISLS

2w 9Br(z) C— %

f(z) =: F(2)

ist f = F in B,(z9),r < R, in eine Potenzreihe entwickelbar und

fwwwzﬂm%ﬂ@wm%zﬁg/ F(Q)d¢
3]

i JoB () (€= 20)"!

O

2) f e OG),f =ut+ivyu = Ref,v =Imf = u,v € C°(G) und u,v

harmonisch, das heifit Au=Av=0,A = 63;2 + 66—52

Beweis: [ € O(G) = f erfiillt die Cauchy-Riemannschen Differential-

gleichungen, d.h.
Oou OJv Ou Ov

dx — dy' 9y Oz

Au

—@_’_@—3 % ﬁ @ _ 62’0 . 827} Schﬂarzo
0x2  9y? Oz \ Oz oy \dy ) 0xdy Oyor

Bemerkung: u, v heiflen harmonisch konjugiert (d.h. 3f € O(G), f = u+
iv).

Umgekehrt: Sei U € C*°(G), Au = 0. Dann gibt es in jeder Kreisschei-
be BC Gein f € O(B),u=Ref.
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7.1.19 Satz
Die folgenden Aussagen iiber eine stetige Funktion f : G — C sind dquivalent;:
1) f ist holomorph (d.h. C differenzierbar).

2) Fiir jedes Dreieck A C G : [, f(2)dz = 0.

)

)

3) f hat lokale Stammfunktionen.
4) Fiir jede Kreisscheibe B C G gilt

£(2) 1 f(C)dC7 o

:27T'L 9B C*Z

5) f ist analytisch (d.h. um jeden Punkt in eine Potenzreihe entwickelbar).

Beweisschema
Integrabilitdtsbedingung
2) SN
Leyon%ursat %n %}
W W
Ca@nte ralformel gliedweise Difd&tion
Entwicklungslemma /
(4) )

Bemerkung

1) f € CHQ); f C-differenzierbar <= w = f(z)dz geschlossen <= dw =
0 <= CR-GL erfiillt.
f stetig in G, f(z)dz ist geschlossen Bty f(2)dz ist lokal exakt, das
heifit lokal g : dg = f(2)dz <= lokal % = f (f hat Stammfkt.)

2) f € CY(G) holomorph [, f(z)dz “'E [, d(f(2)dz) =0

Beweis von (2) = (3) = (1) (Satz von Morera)
(2) = (3): Sei 29 € G, By(20) C G. Integrabilitiatsbedingung: stetige 1-Form w
auf B, (z) ist exakt <= [, w =0.

g(z):/ w Stammfunktion

Z0

Nach dem Integrabilititskriterium folgt: 3g € C! mit dg = w = f(2)dz

= % = f in B,(20)
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3) = (1)

d
lokal 3g € C*, d—g = f = g ist C differenzierbar
= ¢ ist unendlich oft C-differenzierbar

= f ist C-differenzierbar

7.1.20 Die Argument- und Logarithmusfunktion

Fiir z € C* setzen wir

Argz:{goe]R:ew:;}z{argz—i—ZkW:keZ}

mit {argz} = Argz N [—7, 7). z — Argz ist vieldeutig. Hauptzweig des Argu-
ments:

C_ =C\{(z,0) : z < 0} geschlitzte Ebene
arg : C_ — (—m,m) € C*°, weil P: (0,00) X (—m,m) — C_ € C* invertierbar.
P7l(2) = (|z],argz) € C™
Fiir z € C* setzen wir

Logz={we C:e¥ =z} ={log|z| +i(argz + 2knm) : k € Z}

Definition Sei G C C ein Gebiet. Eine holomorphe Funktion I € O(G) heifit
eine Logarithmusfunktion, wenn

¥ =2 vzed.

Bemerkungen

1) Sei I € O(G) eine Logarithmusfunktion. Dann ist I € O(G) genau dann
eine Logartihmusfunktion, wenn 3n : [ = [ + 27in

Hl=1 = [ —1e2mik(z), k(z) € Z

-
= 1(z) = l(2) + 2mik firein k € Z
“n. el~ — el eQTrin
N~

=1

2) e®) =2 = 1'(2) = %

[1NGR
="

3) Hauptzweig des Logarithmus:
log:C_ —C
log z =log |z| + iarg z, C°
(holomorph: Sei z, w mit ¢* = w,logw = z; D(log)(w) = (D(exp)(z))~", C—
linear)
4) Es existiert eine Logarithmusfunktion auf jeder Menge C\Halbstrahl.

5) Eine Logarithmusfunktion ist eine Stammfunktion der %.
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Schwierigkeit
logz = log(—a? +ie) — =+
e—0+
D.h. log ist nicht stetig in C. Problem ~» Riemannsche Flédchen

Ziel: eine allgemeinere Cauchy-Formel

7.1.21 Definition (Umlaufzahl)
Sei 7y : [a,b] — C stiickweise C, y(a) = v(b), 2 ¢ |y|. Dann nennt man

1nd : 27m / =

die Umlaufzahl (Index) von v beziiglich z.

Beispiel
0,27] st e . ind,, (0) = 1

[0,27] : t 2 e ind,,(0) =2

7.1.22 Lemma
ind,(z) € Z

Beweis O.B.d.A. 2 =0.Vz € [a,b] U, 3 z: v(U) Cc V = C\H (H Halb-
strahl mit Ursprung in 0: H, = {tz : t > 0}, |z| = 1)

{U;} Uberdeckung von [a,b] (kompakt) (Lebesgg emma)
da =tg < t1 <...<tn+1:bl ”y([ti,tiﬂ])CVi:(C\Hi

Sei F; eine Logarithmusfunktion auf Vi, v; := ¥|p,:e,.1), vi([ts, tiva]) C Vi, F;
Stammfunktion der %.

y(t2)

y(t1)

AN

y(t0)
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=[Fo(v(t1)) — Fo(y(to))] + [F1(v(t2)) — Fr(v(t1))]+
o [Fn(v(tng1)) — Fu(y(tn))]
= [Fn(v(tnt1)) — Fo(v(to))] + [Fo(v(t1)) — Fi(y(t))] +
€2miz, €2milZ
S [Fj (1) = Fia ()] + -

€2miZ

VL: Mo, 2004-06-21

7.1.23 Satz

Sei ¢: I — C ein geschlossener Weg, dann gilt fiir z & ¢(I):
1) indc(2) € Z
2) ind.(z) ist lokal konstant.

3) Ist ¢ = ¢y * g, so gilt ind.(2) = ind,, (2) + ind, (2)

Beispiele

c

c einfach geschlossen, ind., (2) = 1, indy, (2) = +n, n € N;

7.1.24 Definition

Es sei ¢ ein geschlossener Weg.

1) Wir definieren das Innengebiet von c als
Intc:={z € C\ ¢(I); ind.(2) # 0}
und das Auflengebiet von c als

Extc:={z € C\ ¢(I); ind.(z) = 0}.
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2) Wir nennen c einfach geschlossen, wenn gilt:

ind.(2) =1V z € Inte.

3) Wir nennen ¢ nullhomolog in einem Gebiet G mit ¢(I) C G, wenn Intc C
G. Ein Gebiet G heifit homologisch einfach zusammenhdngend, wenn jeder
geschlossene Weg in GG nullhomolog in G ist.

Beispiel Bpg(0) ist homologisch einfach zusammenhéngend, Br(0) \ 0 nicht.

z

1 d
= ind.(z) = 5 / R _Czholomorph — 0 fiir |2] — o0

= C\ Br(0) C Extc

7.1.25 Satz (Der allgemeine Satz von Cauchy)

Sei G C C ein Gebiet, dann sind die folgenden Bedingungen fiir einen geschlos-
senen Weg ¢ in G dquivalent:

1) J.f(Q)d¢=0Vf € OG)

2) inde(2)f(2) = 5% [, L% ¥f € 0(G), 2 € G\ (]

3) IntcC G
Beweis

(1) = (2) Betrachte 5= [ %d( = hy(2z). Nun ist die Funktion: G >
¢ w € C, z € G, holomorph = hy(z) = 0 nach (1).

(2) = (1) Ubung

(2) = (3) Annahme: Es gibt z € Intc \ G. Dann ist f(¢) := = holomorph

(—=z
in G und 0 # ind.(2) = 5= [, Cdfz im Widerspruch zu (1)

(3) = (2) Wir haben z.z., dass h¢(z) =0 fir z € G(I) und f € O(G).

1. Schritt: Fiir z € Exte gilt: hy(2) = 5 [, JC"(_CZ)dg‘ = hy € O(Extc) mit
hm‘z‘ﬁoo hf(Z) =0.
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2. Schritt: Fiir 2 € G ist hy(2) holomorph (U ) = wegen G N Extc # () ist

hy € O(C) und hy ist beschrénkt Lionyilie hy konstant = hy = 0.

Konvergenzsitze von Weierstrafl

7.1.26 Definition

Sei G ein Gebiet und (f,) C O(G). Dann heifit die Folge (f,) in G kompakt
konvergent gegen f, wenn gilt:

lim f,(2) = f(2) gleichmiBig in jeder kompakten Teilmenge von G

Beispiel f,(z) = Z;'L:o 27 in G = B1(0) = (f,) ist kompakt konvergent

gegen f(2) = 1

7.1.27 Satz (Weierstraf})
Sei (f) in G kompakt konvergent gegen f, (f,) C O(G)
1) Dann ist f € O(G).

2) ( (k)) ist kompakt konvergent f(*).

Beweis

1) Nach dem Satz von Morera geniigt es zu zeigen, dass f in G wegunabhéingig
integrierbar ist

— /f((j)d(j = 0 fiir jeden geschlossenen Weg ¢ mit Intc C G

Fiir einen solchen Weg gilt:
0= [ fu@d¢ [ £ic

2) Sei K C G eine kompakte Menge. Wegen der Uberdeckungseigenschaft
miissen wir die Behauptung nur beweisen fiir B, (z0), wenn By (.,)(20) C

G. Fiir z € B.(;,)(20) gilt dann

(k)zzﬁ fn(Q) _ O
F9(2) ‘/< ¢

2mi —2z0|=2¢(z0) (< - Z)k+1

k! f©)
LS AR
n—oo 271 /|<_20|_25(20) (C - Z)k+1 C

7.1.28 Satz: Weierstrafischer Doppelreihensatz

Essei fn(2) 1= 3,50 n; (2—20)7 konvergent in |z—2o| < R¥nund Y, -, fn(2) =
f(2) sei kompakt konvergent in |z — 29| < R. Dann gilt

Z Zan (z — 20)’ fiir |z — 20| < R

720 \n=>0
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Beweis: Ubung

7.2 Der Residuensatz

Voriiberlegung: Holomorphe Funktionen in einem Kreisring

Es sei GR1R2 =2€eC: R < |Z| <Ry, 0 <R < Ry € . Sei f c O(GRle)
und Ry < R} < |¢| < Ry < Ra.

cs einfach geschlossen in G = 0 = [ f(¢)dC,

_ 1 f(Q) 1 _ Q.
fz) =5~ Cé(_zdg o 3 (7{_% ﬁl_R;) C_ng =:I(z) + 11(2)

1 f(©) _ e —j—1
1(z) /C_R, A=) — FQ)¢7 ¢

= 9 , C(1—2/¢) = 2mi Ji¢ =Ry
1 f(C) 2~ .
1(z) = o— ————d( = - id
O = 2mi fom - ; o f g TOCK
-y A

) /
j>1 2mi [Cl=R;

Wenn f holomorph ist in Bg_(0), dann treten (natiirlich!) keine negativen
Potenzen auf, andernfalls aber schon:

flz)=ell* = sz,j

7.2.1 Satz

Ist f € O(BE(ZQ)), so existiert eine Entwicklung der Form

) =30z~ =),

JEZ

die gleichmiBig konvergiert fiir 0 < 1 < |z — 29| < g2 < 0. Diese Entwicklung
heifit die Laurent-Entwicklung von f um zg.
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7.2.2 Satz _
VL: Mi, 2004-06-23

EthR2 = {Z eC;R; < |Z| < RQ}, 0 < R < Ry < 0. Ist f € 0(331732), SO
existiert eine in B, g, kompakt konvergente Entwickung (die Laurent-Entwicklung)

fz) = Zajzj + Z a2

j=0 j<—1
mit
b -1y
(*) aj 2mi Jiein f(O)¢ ¢

fir R1 < R < Ry. Die Summe iiber j > 0 heift der Nebenteil f, von f in
BR, Rr,, die Summe iiber j < 0 der Hauptteil fy.

Bemerkung
1) Die Entwicklung ist eindeutig bestimmt wegen (x).

2) Der Nebenteil konvergiert in |z| < Ry (und ist dort holomorph), der
Hauptteil in |z| > Ry (und ist dort holomorph).

f=fn+fh

Betrachte jetzt Bogr(zo) = BR(ZO).

7.2.3 Definition
Verhalten von f € O(Bg(z)) in z

(a) Wenn f, = 0, so heifit zg eine hebbare Singularitit von f; in diesem Fall
wird f durch f,, zu einer holomorphen Funktion in Br(zg) fortgesetzt.

(b) Wenn f;, ein Polynom in (z — 2z)~! ist, so heifit zy ein Pol von f. Ist die

Ordnung von f}, in (2 — z0) ™! = [, so heifit zg ein Pol der Ordnung .

(¢) Wenn weder a) noch b) gilt, so heifit zg eine wesentliche Singularitit von f.
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7.2.4 Satz
Sei f € O(Bgr(20)).
1) zp ist genau dann eine hebbare Singularitiit, wenn

sup |f(2)] < oo fiir ein R € (0, R).

0<|z—z0|<R'<R

2) zg ist ein Pol von f genau dann, wenn

lim |f(2)] = co.
z—20
3) (Satz von Casorati-Weierstraf)

zo ist genau dann eine wesentliche Singularitdt von f, wenn fiir jedes
e € (0, R) gilt: f(Be(20)) ist dicht in C.

Beweis:

1) 2o hebbar = f beschrénkt in Bg/(z9) fiir 0 < R’ < R. Sei f beschrénkt
in Br/(29) und 0 < ¢ < R” < R’. Dann gilt nach Cauchy

1

5= FIO(C = z0) 777 1d¢

7 2’/TZ K_ZO‘:R”

1 ,
== FOC —20)771d¢
2mi |¢—zo|=¢
= mit M := sup | f(2)] gilt
0<[{—20|<R!
1 2 . .
o1 5 [ 1G5 et
27T 0

M ; P E—
< gelam=Me™ 200 i< 1.
i

2) f hat einen Pol der Ordnung !

-1
&)= 4z —2) =az—2)"'( 1+0(E-z) )

j=-1 Polynom vom Grad [—1

= es gibt eine Konstante C' > 0, so dass

Oz = 2ol < Ufa()| < Cla =20l = lim [£()] = oo, (%)

Es gelte jetzt (+%), das heift O.B.d.A. |f(z)| > 1 in Bgr(z). Dann ist die
Funktion

1

h(z) = — = 0 in O(BR”(ZO)) fur 0 < RH < R,,

und es gilt |h(z)| < 1 dort, und lim, .., h(z) = 0. Nach (1) ist h fortsetzbar
zu h € O(Bpri(z0)) durch h(0) = 0.
= h(z) = (z = 20)'9(2)

fir ein I € N, g € O(Bgr~(20)),9(20) # 0. Also ist f(z) = (z — zo)_lg(lz).
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3) Sei f(Bc(z)) dicht in C fir ¢ € (0,R). Dann kann f nicht beschrinkt
sein. Es kann aber auch nicht gelten, dass |f(z)| — oo fiir z — zp, weil
sonst |f(z)] = 1 fir 0 < |z — 20| < go fiir ein g9 € (0, R). Also ist zy eine
wesentliche Singularitidt von f.

Sei umgekehrt zy eine wesentliche Singularitit von f.
Annahme: f(B. (20)) ist nicht dicht in C, das heifit es gibt w € C und

§ > 0 so, dass | f(z) —w| > 6 fiir z € B.(20). Betrachte dann die Funktion

1 .
9(2) = o) —w € O(B,(20));
und beachte ) )
9 = 7 =51 < 5

das heiit (0.B.d.A) g € O(B¢,(20)).

1. Fall: g(z) # 0.
2. Fall: g(20) = 0= g(2) = (2 — 20)'g1(2) mit g, € O(B.,(20)),91(20) # 0

9(2) = (2 — 20)'g1(2) mit [ € Z und g;(29) # 0. Dann folgt

O
H=w+—=w+-—7r—,
9(2) (2 = 20)'g1(2)
das heift es gelten die Voraussetzungen von (1) oder von (2). Dann ist zg
aber keine wesentliche Singularitit. = Widerspruch. O
Anmerkung f(z) = ez hat in 29 = 0 eine wesentliche Singularitit. Fir

|z| > R ist e* = &% - e < pe'? #£ 0. Dann wihle = logp und y = 6 + 2k,
wobei 22 + y% > R2.

7.2.5 Definition

Es sei f € O(Bg(z)). Dann heift

a1 (z0) = o F(Q)d¢ =: Res f(z)

27 iz (<R)
das Residuum von f in zg. Ist f € O(G \ {20}), dann definieren wir Res f(z¢)

genauso.

7.2.6 Satz (Residuensatz)

Es sei G ein Gebiet, ¢ ein einfach geschlossener Weg in G und A C Intc¢ eine
endliche Menge, A = {z1,...,2,}. Dann gilt fiir jedes f € O(G\A)

/f(C)d{ = 2mi Z Res f(z) = 27riZResf(zj)
c =1

z€Int c
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Beweis Beweis genau ausfiihren!

G
Cc
Zur Anwendung des Residuensatzes
1)
>~ d Rod
I:= Y  — 7= lim e
70014-.'1}2 R—o0 7R1+.’E2

1 1 1 1 1
O =2~ Gre—) = L—i_ z—i—i] = f+(2) = ()
iR
Cb CR
R
_R R
Dann gilt

/ f(z)dz = fi(2)dz = 2wiRes [ (4)
Cr Cr

/C f(z)dz

b
R

™ ] ] ™ do
. 10\ 0 <
ZR/O f(Rei?)e da‘ < R/O T
Rﬂ' R—oo
mo1 0

) 1 1
Res f4 (i) = Res [.—; m =95

/°° dz 5 / d¢ 2
= lim = — =7
oo L+ 22 Rooo Jo, 14+C2 20

X
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7.2.7 Definition

Eine Funktion f heifit in G meromorph, wenn sie in G holomorph ist bis auf
Polstellen.

VL: Mo, 2004-06-28

Beispiele

1) f(z) = ==, z # km, k € Z ist meromorph in C mit einfachen Polen in
den Punkten km, denn

sin z = sin(z — km 4 k) = sin(z — kn) cos km
z — km)?

= (=1)*sin(z — kn) = (=1)F |(z — kn) — (T +...

= (-1)*(z—kn) [1+0(|z — kn[*)]

2) Jede rationale Funktion f(z) = 28 mit p,q € C[z] ist meromorph mit
{Polstellen} C ¢=1(0).

Anwendungen des Residuensatzes

1) [:=[T> 4z pneN

—00 (1+z2)n7
d¢ 1
I=1 — > _—927iRes,; —
N A ES) (PR [ PR
1 dnfl
= 2mi (z+0)™

(n— Dzt o=

Pol n-ter Ordnung

TN

! )" = \—n—1
@(z—i-z) = (=n)(z +1)
(di) i (Z + ’i)_" = (_’I’L) . (—2% + 2)(3 + Z‘)—Qn-‘,—l

= (_1)n—1n(n -+ 1) .. (2n _ 2)(22’)—2'@4-1
—2n+1 2n—1.(2(7’l— 1))]
=92 + (_1) ZW

_ 1 opy1. 2n—=1))! 7w (2(n—1)
:&1772%1(11—1)!2 i (n—1)! 4”‘1< n—1 >
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Alternativ:

- 1 _ 21 _ 211
(z—i)*(z+i)"  (z—i)"(z—i+20)"  (20)"(z —i)"(1+ )"

- @y ()

= 2miRes|,—; " = (3% (n_n1> (20)~ "+
_ Ari® (-n)(-n4 1) (n—(n—-1) +1)
(2i)2n (n— 1!
 —Ar noin(n+1)---(2n—2)
BT A ey

- 4:*1 (2(:—_11)>

2)
I:/ ST e (Achtung: / | sinz] = o0!)
0 xz 0 x
1 [T sinz 1 [Tl — gmix
2/_00 z 7 2/_00 2
1 il e
= — — d
5., [ e } ‘
[ = Re = Rcosf+ iRsinf, 0 <6 < m, e = e Rsinbgilcost)
1 et e~
= — 1' 7d d
4i R%5 7{+R caT 7{3 %
€ €
=0 (Integralsatz)
1 . e 2, ow
= EZNReS‘Z:O ~ = =3
+
C
eR
g C
\Tf . >Z R
ER
3)

< d
I::/ 733, n € N, n > 2 und n ungerade
o l4am
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_ n—1
w=2z", du=nz""tdx =nu " dzx

l/oouildu
=1=— -
n Jo 1+u

(w = en '8l = gnlloslditiarg() o0 ¢ = log|¢| +iarg(, 0 < arg( < 27
Core
+
le
i
R
o-
1€

el tte & <t<R, (01_8)71 Dt teTM2TE) e ]

%71d i1
/ ¢ ¢ =2mi Res|.—_; z
(e,k) 1+< 1+Z

1
zw 1

z=(=1)

— omies—Dlog(=1) _ o .o (5 —1)[log|—1|+in]

= 2m ReS‘Z:,I = 271 “(—1)%_1”

1—n

= 2mie'™

L3 oo L1

n d n
lim / < C:/ Ldm, denn
i Sy THC "o T

PR S | 1_ .
(teza) n _ e(n 1) logteze

1 .
— C;—l)[log t+ie]

19 41— 1_
=tn e =D w1 aber
1

(tei(zﬂ—6)> wl

e(%—l)[logt-{-i@ﬂ'—s)]

1 1—n

—EliE-n@r—e) _ E-12mils

e—0
1_ 1
- / % 1d<:€2wm/°°“—1dx
G e THC o ltw
oo L_1q
= T dx(l—e%il;n):%rie”(%)
o l1+=

7.3 Anwendungen auf Primzahlen

P ={2,35711,13,---} = {p;; © € N} Menge der Primzahlen
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Hauptsatz der Arithmetik

Fiir allen € N gilt n = Hpegpap(") mit a,(n) € Z4; a,(n) # 0 nur fiir endlich
viele p € Z. Diese Darstellung ist eindeutig.

Satz (Euklid) #p= o0

Euler > L — ~ = Euklid

pEP p
Wire z.B. p% <% = p 2> %n2, SO Zn>1 p% < cZ% < 00.
7.3.1 Definition
Die fiir Re s > 1 definierte Funktion
¢(s) := Z n=°
n>=1
heifit die Riemannsche (-Funktion.
Wir schreiben s = o + 47 und erhalten
n=% = e—slogn _ e—(rlogn—i‘rlogn
= fiir Res =0 > 1+ 6 gilt
k+1 k+1 IS o
Zn*é Zn”é/ :c*"dazzl .
n=k+1 n=k+1 k -
klfa klfcr
= <
o—1" 6§

d.h. die Reihe fiir ¢ ist gleichméfBig konvergent in Res = o > 14+ 6, 6 > 0.
Insbesondere ist nach dem Konvergenzsatz ¢ holomorph in Res > 1.

7.3.2 Hilfssatz
¢ ist holomorph in Res > 1. Ferner gilt

i, Clo) =

Eulers Idee: fiir Res > 1

ZTL*S _ Z H poép(") — Z H (pfs)ap(n)

C(s) =
n>1 n>1 \pe?? n>1peP
SN I RS | S ms
ap€Zy pEP \ap€Zy
peEP

[Ma-p"

pEP
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1
p°

V
RSN

2

|~

7.3.3 Satz (Eulers Produktdarstellung)

Fiir Res > 1 gilt

()= J[a-p"

pEP

Beweis: Wie vorher fir Zy = {p1,...,pn} und N(N) ={n e N; a,,(n) #0
nur fir 1 <¢< N}; dann N — oo. O

7.3.4 Satz (Euler)

= 0

2
peEP

hSREE

Beweis: Fiir R > 0gibtes § >0,sodass firl <o <149

3¢ <o) = [[—p)"

peEP

Also gibt es N = N(R) so, dass

2" < J[ 1—p )" = log(2e™) < Y —log(1—p7)~"

PEPN PELN
1
= 10g1+p_002:|
PELN |: (1 N epp )
<4y po<ad p!
PEPN pEP

VL: Mi, 2004-06-30

Zum Beweis vom Satz von Euler

((s) = ans = H (1—p*)"', Res=Re(oc+ir)=0>1

neN peP

Pn=A{pitizi, N = {m eN; m = H?:lp?m(m)}

H(1 —p; %)"! =1I,,(s) ist holomorph inRes > 1



7.3 Anwendungen auf Primzahlen 419

O(s) = [[=pi) " =TT D w7

i=1 i=175;,20

p;° = e~*1°8Pi holomorph in C

1
Ip; %] = e 18P L e71982 — = Damit folgt die Konvergenz.

Hm(s) - Z (pl_s)jl ._'(p;Ls)jm Ji = api(l(jlv"'7jm))

J1yJm 20
—S
= Z sz7 _ Z -
edm>0 \J=1 1eN(n)
= [tk(s) — u(s)]| = Z =®

LEN(n+k)\N(n)
Zu k € N gibt es n(k), so dass k € N(n(k)). Mit diesem n ist

klfor oo
— 0,

M (s) ()] < 3077 <

>k

l1—0

das heifit

lim II,(s) =: H (1—p %)t =((s).

n—oo
pEP

Bemerkung Fiir s = ¢ > 1 ist II,(0) monoton wachsend. Wir haben dann
benutzt, dass fiir o = s > 1 gilt:

log Z n~ 7 =log ﬁ(l —p; %) !
i=1

1eN(n)

=— Zlog(l -p; 7))  (+MWS)
i=1
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und R, (o) ist holomorph. Die Identitit gilt fiir Res = o > 1 und jedes s.
Deshalb kénnen wir betrachten

n+k n+k

[Rogi(s) = Ba(s)| < D > pr™ =Y pi>> 0%
i=n+1;j>2 i=n+1 =0
n+k 1 n+k
< P <2 3
i=n+1 Dby j=n+1
p1—2o
<2 [720 = gintl mToe
> o1 0
IZ>pny1

1
glm.in Re2s > 1420 < Res:02§+5

das heit lim,, oo Rn(s) =: R(s) ist holomorph in Res > 1, also insbesondere
ist |Ry,(0)] < ¢ fiir o > 1.

Gaul 2 <p=4l+r, 0<

r<3 = r =1oder r = 3. Ist dann mit
P,r)={pe P; p=r (mod 4)}

§P2[4,1] = §2[4,3] = 00?

Dirichlet Fragen wir nach $#[a,b] mit a,b € N und (a,b) = 1! O.B.d.A. ()
b < a. Z, = Z/aZ Ring; Z* = {Einheiten von Z,} ist eine endliche abelsche
Gruppe der Ordnung ¢(a). Z¥ :=Charaktergruppe= Hom(Z*,C*). Dann gilt:

7.3.5 Hilfssatz
Sei G eine endliche abelsche Gruppe, G die Charaktergruppe.

1) [x(g)l=1 VxeG.geG
2) ZgEG X(g) = 6XX0|G|a X0 = 1@7 XO(g) =1
3) ¥ e x(9) = 04e|Gl.

Wiéhle jetzt ¢ € N mit ¢b =1 (mod a). Fiir ein x € Z\; setzen wir

(n) — 0, (n,a) > 1
xn) {x<n+aZ>, (na) = 1

Dann gilt (!) x(nin2) = x(n1)x(n2).

7.3.6 Definition
EsseiaeN, x € Zi Die Dirichletsche L-Reihe zu x wird definiert durch

L(x, ) := Z x(n)n™°, Res> 1.

n>1

Es ist L(xo,s) = ((s), fiir a = 1.
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7.3.7 Hilfssatz
Fir Res > 1 ist

Lix,s)= [[ 0 =xwp)~".

peEP
Beweis genau wie vorher - wegen der Multiplikativitdt von y!. O

Dann ist

log L(x, s Zlog (1-x(p)p~*)
pEP

-y Y ey

peP j>1

SO

E@j>1

=Y X"+ Ry(s)

peEP

mit R, (s) holomorph in Res > 1.

Jetzt bildet Dirichlet
> x(logLix.s) = Y Y x(OX(P)p~* + R(s)
X€Z; X€Z; PEY

- 1
mit R(s)holomorph in Res > —

oL T

peEP XEZ*

,ZZ (¢ + aZ))p~* + R(s)

peP EZ*
pra X"Ta

= ) éla)p* + R(s)
fzebﬁ

Die linke Seite schreiben wir jetzt als

)= >, x(e)logL(x;s),

X€Z;\{xo}

aber wir kénnen nur dann etwas schlieffen, wenn die Summe beschrinkt bleibt
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fiir s — 1. Betrachten wir also fiir x # xo

L(x,s) = Z X(n)n™* = Z x(la+k)(la+k)~°

1>1
n>1 0<k<a—1
= E x(k+aZ)(la+k)~*
1>1
0<k<a—1
(kya) =1

VYN S(la+ k) [(la+ k)~ — (la)~]

1>1
0<k<a—1

(kya) =1
la+k (—S)
= Z X(la+ k) /la Tts dx
[
0<k<a—1
(kya) =1

Damit wird

la+k dx

<uly /
s,k !

/laJrk dl‘
1
la xlts a

i s 1
< as| Yt < Y o
l

1>1

IL(xs) < I8
1Lk

lero’

gleichmiiig konvergent fiirRes > § > 0

Also ist L(x, s) holomorph sind in Res > 0, wenn x # xo !! Weil die Faktoren
des Primzahlproduktes holomorph in Res > 0 sind, gilt auch: log L(x, s) ist
holomorph in Res > 0 fiir x # xo, so dass

(s)=¢la) Y p*+0(1)

p=a(b)

pEP
fir Res=0 — 1+0.
7.3.8 Satz (Dirichlet)
Die Reihe )
p=b(a) ¥
peEP
divergiert.

Die Verteilung der Primzahlen wird gemessen durch

() =t{pe Pip<at =1 1

psT
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7.3.9 Satz (Hadamard, de la Vallé-Poussin)

lim m(2)

T—0o0 I

logx = 1.
VL: Mo, 2004-07-05

PNT=The Prime Number Theorem

m(x) = Z 1=

pEP
pPsT

T
log

Was wir wissen

1) =30 =-J[0-p)", Res>1

neN peP

und dort ist ¢ holomorph.

log(s) = — Z log(1—p~°), Res>1
peEP

E>C(s) # 0 fiir Res > 1.

Schritt 1 (¢ in Res > 1. Vermutung: ¢ hat einen einfachen Pol in s = 1 mit

Res((1).

Beweis

¢(s) = - i - = > ot /Oo tidt =) /ml[ns — %) dt

1 n>1v"n

n>1
n+1 t
= 2(71)/ / (—s)u™*"'du dt
n>1 n n

Wir schitzen ab

n+1 t nt1 ¢
/ / (—s)u™*"tdu dt’ < \3\/ / wRes=1ay dt < |sjn~ Res—1
n n " n

= Wenn wir schreiben

1

C(s) = =7 +Gls),

so ist (nach Weierstra$l) ¢; holomorph in Re s > 0.

7.3.10 Satz

¢ besitzt eine meromorphe Fortsetzung von Res > 1 und Res > 0 mit einem
einfachen Pol in s = 1 und Res((1) = 1.
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Schritt 2 1. Reduktion des PNT. Wir betrachten jetzt die Funktion
¥(z) = Z log p

psT

pPEP

Dann ist das PNT &quivalent zu “d9(z) ~ z”. Dazu betrachten wir die Abschét-
zungen

(1) ¥(z) < logz - 7(x), das heifit

I) _ (o)
x xz/logx
(2) Fir 0 < e < 1 gilt

Hx) > Z logp > Z (I1-¢)logx

rl-e<p<La rl-e<p<La
=(1-¢)logx Z 1=(1-¢)logz (m(x) —m(z'9))
zl-e<p<Lz

> (1—¢)logz (m(x) —z°)

das heifit 9 |
Y@ S 182 @) o
X T
—0, x—o00 Ve>0
g Y@ o (@) loga

’
T—00 X r—00 xr

falls einer der beiden Limites existiert.

Schritt 3 ¥(x) < Cx (Tschebychef)

e 205 ()

=1 N

Sei p | Ei?)); = p<2n. Gilt n < p < 2n, so gilt p | (2:)

= 2% > H p= H PO8P — o cp<an logp _ ,9(2n)—0(n)
n<p<22n n<p<22n

= 9(2n) —J(n) < 2nlog2
Annahme Wir haben fiir alle z > 2 und ein C' > 0

9(x) — 0 (g) < Cz

Zz
27

o) = 060) = () = 3 [0 () = (5)]

Dann bestimmen wir j € N so, dass 55 > 2 > 5%, j = j(z). Dann erhalten wir

k=0 k=0
das heifit die Behauptung!
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Zum Beweis der Annahme Beachte, dass 9(x) = ¥([z]) und ¥(z) /. Dann

ist mit 2 = [o] + (0= [o]). 5 = B+ 555 ] = 2Akmom = 01 = =
m  z—lz] 2] 7 — |[=]

I+5+ 27j[ﬂ—l_ﬂf'

< (CH+e)x] fiir [z] = z(e)
aber nur, wenn
(3) VY(n)—1v (g) < Cn fiir alle n € N.

Ubung: (3) ist wahr.

Schritt 4 2. Reduktion des PNT. Betrachte das Integral

I:z/joﬂ(t)_tdt

Dann gilt "¥(z) ~ x, x — o0”, wenn I konvergiert.

Beweis
, o) —t
I konvergent <= Ve>0dT>0:VT' >T 12 dt| <
T
J(x)
und 9(z) ~x < Ve >0 Jz Ve > . : 1—£§7<1+5

Annahme T ist konvergent, aber ¥(z) » .
1. Fall: Es gibt A > 1 so, dass @ > A fiir z,, — oo. Dann betrachten wir

Az Az Az _
»9(t) —t » Hx,) —t » Ay, —t t=u-x,
/ ()2 dt>/ %d@/ It
. t x t n t 1<t< A

n n

A

A —

= / ——du=:C>0 — Widerspruch!
1

2.Fall: Es gibt 0 < A < 1 mit %ﬂ") < A fiir #,, — oo. Analog: U.

Zwischenspiel
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7.3.11 Satz

Es sei f: Ry — R beschriankt und lokal integrierbar. Dann ist die Funktion

Lf(z):= /OO e P f(t)dt

0

(die sog. Laplace-Transformation von f) holomorph in Re z > 0. Falls £f holo-
morph ist in einer offenen Umgebung von Re z > 0, so konvergiert

10)= [ s
und ist gleich ££(0).

Beweis Spiter!

&

/)

Schritt 5 Verbindung des Integrals I mit ¢

t=e"

C9(t)—t
1

t2
dt = tdu = e“du

:/ 719(6 )2_6 e“du:/ (F(e")e ™ — 1)du.
1 et 0

—_———
=:f(u)
Dann wird fiir Rez > 0
LAz) = / e~ (e e — 1)du
0
T =e"
= / e~ DU () du — / e *"du x>1
0 0
dr = zdu
:/ x*zflﬁ(x)d—x 21 :/ 19(2(1&0 !
0 T z 1 xF z
Lf(z)= / 2 (x)da — — ls=1+4+=z2
1
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Nun ist
00 19($> . Pit1 1
/1 :z:sﬂdm:/ T Zlogpda:—Z/ x=? Zlogpjdx
p<z i=1"Pi pjggc
> Pit1
:Zmpi)/ gy = Y o) PP pz
i=1 pi i>1
1 —S —S
= Zﬁ(pi)(pi = Pis1)
i>1
log p;
== Z ogsp Abelsche partielle Summation
S D3
i1 g
1 1 1
=L X =00
peEP p 5
Also gilt

Lf(z)= 1iz¢(z+l) -2

Beachte nun, dass fiir Res > 1

_¢s) p_“logp _ log p
¢(s) — Zp69’ 1-p=¢ = Zpe@ po—1

VL: Mi, 2004-07-07

PNT
m@)=#{pe Py p<al =) 1~ 1Og$
p<x
(1)
s) = Zn_s = H (1—-p~ )71 Res> 1.
nz=1 peEZP
(2)
log (s Zlogl— %), Res>1.
pEP
3)

PNT <= log(z)n(z) "~ x.
Mit J(x) = >_ , logp gilt:

PNT < d¥(z) ~x

t2

I:= / 9(t) - tdt konvergent = ¥(x) ~ x.
1

I= / (F(e")e ™ — 1)du
0 N—
=:f(u)

macht es einladend, den folgenden Satz zu benutzen:
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7.3.11 Satz Essei f : Ry — R beschrankt und messbar und die in

Rez > 0 holomorphe Funktion £f(z) = [, e~ f(t)dt besitze eine holo-
morphe Fortsetzung in einer Umbebung von Rez > 0. Dann ist T = Lf(0)
konvergent.

(6) ¥(x) = O(x), d.h. f ist beschrénkt. f ist auch messbar, weil ¥ eine stiickweise
konstante Funktion ist.

(7) Mit ®(s) = ¢ l‘ff’ holomorph in Res > 1, gilt

d 1 1
Lf(z)= % — Rez > 0.

(8) Wir haben fiir Res > 1: {(s) # 0 und

BB E e Rl )

p?
peEZ peEP peEP

+Z log” 5 = 0(s) + Bi(s)

peﬂ

mit ®; holomorph in Res > % Also finden wir (z =s—1)

Lf(s—1)= - =- ) _ -

Zu zeigen: Die rhs besitzt eine holomorphe Fortsetzung in einer kleinen
Umgebung eines jeden Punktes s =1+ ia, a € R.

(9) ¢(s) = =15 + ¢i(s) mit ¢; holomorph in Res > 0.

(10a) Das Verhalten von L£f in der Ndhe von z =0 <= s=1:
Wir haben fir [s —1| <1, s # 1

¢ =D+ G)  (s—1) (—1+(8—1)241(8)>

sC(s) s((s =171+ G(s))  (s—1)? \s(L+G(s)(s — 1))
- () - oe =L v

mit (2 holomorph in |s — 1] < ¢ fiir ein € € (0,1). Also wird fiir [s — 1| < e

LG~ Loy -

s—1 s s—1

Lf(s—1) =

1
= *E(I)l(s) —(2(8)
holomorph!

(10b) Das Verhalten von Lf(s — 1) in der Ndhe von s = 1 + i, a € R*:
Es geniigt zu zeigen, dass ((1 4 ia)) # 0.
Es sei 1+ 4o eine Nullstelle von ¢ von der Ordnung p € Z4; p = 0 bedeutet
das, was wir wollen: {(1 + ia) # 0. Es sei weiter 1 + 2ia eine Nullstelle der
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Ordnung v € Z,. Weil ((s) = ¢(3), sind dann auch 1 — i@ und 1 — i
Nullstellen von der Ordnung p bzw. v. Wir betrachten jetzt den Ausdruck

2
U(e) = Z 5<I>(5+1+ika)(2j4rk), e > 0.

k=—2
Dann ist
! logp log p 1 /4
_ —i(k—2)a
=3 (1) T et == X 2 2 (1)
peEP k=0
_ia logp / o  —a\4
Z e+1( ) :5zpe+1(p2+p2) >0
@ pEP
U(s) = — =550 — D (s)
ed(1+c+if) = —e~at? —e®i(1+c +ip)
[ ——

—0

1 + 48 Nullstelle von ¢ der Ordnung A
= ((1+e+iB) = (1 +e+iB), {(1+iB) #0
=>((4e+if) =21 +e+if) +X (1 +e+1if)

¢ oy _ Aer (e tif) 4 (14e+if)
=% (A+e+if)= A (1+e+iB)

= —c$(1+e+if) =-2+0()
In der N&he von s — 1 gilt ®(s) =

+ ®2(s) mit 2 holomorph in Res > %

1
s—1
Weiter berechnen wir die Grenzwerte fiir ¢ — 0.

lirr%) e®(l+¢etia) =—pu;
e—

lir% e®(1+ ¢ £ 2iar) = —v;
E—

lime®(l4+¢)=1

e—0

Also folgt

ogg%\y(e):(;‘)-1—M(©+(§>)—y-2:6_8u_2y

Beweis (von 7.3.11)
Wiihle T > 0 und bilde L1 f(z fo et f(t)dt, so dass L f holomorph in C.
Zu zeigen: limp_, o, L7 f(0) = Ef( ).
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A\

CR C-Il;

-5||0
CR = c; * Cpj;
R > 0 beliebig aber fest;
0 =0(R) > 0, so dass
Lf holomorph in {Rez > —§;|z| < R}

Dann gilt

1 dz

£10) = £2f(0) = 5 [ [£5() - Lri@InC) T

T Sy, z

wenn h(z) holomorph in C und h(0) = 1. Wir wihlen h(z) := e*7 (1 + I%Z)
Also ist abzuschétzen

[ - eenone (14 35) <

und weiter, fiir z = Re®, 6] < Z

R2€2i9 1
<1Jr R2 > Retf

1 . .
_ (Rex)T ~ | —if 60
e R e +e

2
2T 2 1 Re )T
; (”Rz) ‘ <elfe?

:2€(Re z)T cos 0 _ QG(ReZ)T ];{szz
und
0 . 0 Res e—RezT
£ £rf @) = | [ et <l [T e = S
T T ez

2
= [les) - ensenet (14 5) 2 <211 R

¢

= SR

/C;[£f<z)—£Tf(Z)]ezT (1+}Z:2> % _

Weiter ist

[ ei) - eas@ne” (14 5) E =1+ 11y

R

I :/ e“Tg(2)dz;  mit  |g(2)] < Cg.
.

R
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Aber [e*T| < 1 und limg_,o €7 = 0 auf ¢ = Iy — 0 fiir T — oo.
IIy — 0, T — oo gilt aber auch, mit den selben Abschétzungen wie vorher!
(Ubung)

Bernhard Riemann (1826-1866): 1859 “Uber die Primzahlen unter einer ge-
gebenen Grofle”
Riemanns Kernidee: nutze die analytischen Eigenschaften von (!

((5) ~ —= = Gils), Res>0

(1 holomorph

; U(9) =0

NN

Sl

Aber was ist mit Res < 07

nt=u 1 —s * —tys—1 —s
=—n e ‘" dt=n"° Res>0
L'(s) 0

1 /1 e—tnts—ldt
I'(s) Jo

= ((s) = Z n %= Z ﬁ /000 e~ tres Lt

n>1 n>1

Lebesgue! 1 /oo —t\"? 4 s—1
I'(s) Jo 7122:1 (e )

I I
= Tt = — [ ——dt
I'(s) /0 1—et I'(s) /0 et —1

7.3.12 Satz
1) T ist holomorph und # 0 fiir Res > 0.

2) I'(s+ 1) = sI['(s), insbesondere ist I'(n + 1) = nl.

3) I besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach C, mit einfachen Polen an
den Punkten s = —j, j € Zy, und ResI'(—j) = (_J—l,)]

4) % ist holomorph in C, also ganz, mit einfachen Nullstellen bei s = —j.

Beweis: Wir beschrinken uns auf das Verhalten von I' in der Nahe von s = 0.
I(s) = @ meromorph in Res > —1 mit einzigem Pol bei s = 0.

Py = TH0E) _TO) )

S S

VL: Mo, 2004-07-12
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d.h.

- (=1)°
ResT'(0) =T(1) = ettt =1=—
0 0.
Allgemein gilt
I'(s+k+1)
F =
() s(s+1)---(s+k)

meromorph in Res > —k — 1 mit einfachen Polen bei s =0, —1,..., —k.
Rest Ubung

Wir zerlegen jetzt

(5) Fl(/ /)t = Gals) + Gs(s)

Wichtige Bemerkung: (3 ist holomorph in C, also ganz!
Ferner gilt (5(—j) =0 fir j € Zy.

Weiter ist
Cz(s):—1 /lts‘2 Z/ Jts 23 gt
I'(s) Jo t—
1 B, 1 ,
:7Zf7. s=—-j+1
1“(3)]20 jts+j—1
L (B 1 1 1+@ 1 By 1 N
CT(s) \0O's—1 2 s 2s+1 4 s+3
_ 1 Bs; 1
TTe-1) +; 2/)IT(s)(5 +2j — 1)
7.3.13 Satz

1) ¢ ist meromorph in C mit einem einzigen Pol erster Ordnung in 1, Res((1) =
1.

2) ¢(—2k) =0, k € N (die trivialen Nullstellen)

((2k+1)= 2% ke, ((0)=—

Zur Funktionalgleichung der (-Funktion

o0 2 1
/ e—tn 7Tt§—1dt
0

u=n’nt 9 . © s 1
=(n 77)_5/ e 2 ldt
0

s S
“weeir ()
n ™ 2 B

Setze jetzt
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sodass firt>1 )

em — 1

e—ﬂ't

N |

¢(f) < Z et —

n>1

<

Andererseits erfiillt Jacobis ¥-Funktion
B(t) = 20(0) 1= 3 e
nez

die Relation

Nunist fir0 <t <1

1 1 1 s
0 <9(t) = 5(0(1) 1) < 59(1) < 51720(3)
1 1 1 1 1 _nm
St PA+29(0) < gtE(lden )
<13
S 2
D.h. fiir Res > 1 gilt
s s & s
= AP () = t)tz2tdt
€=t (3) = [ v

holomorph fiir Res > 1. Wir zerlegen wieder

o= ([ o [ ) v = o) + e

Lo<ug, dt=—Ldu=—t2,

O A

d du
1
1 s
:/ lb() w2 du
0 U
1t 1 .
:7/ (19 ()—1) w2 tdu
2 Jo U
1 [t - 1.
:f/ 19(u)u7_1du—7/ w2 tdu
2 Jo 2 Jo
1
1\ 1=s_4 1 1
= z du — = [ ——
(o g) s a3 (<5)
1/t i 1
251(1_5)+§/0 UlT_ldu-l-;
1 1
= 1— z_
&l W—/S )Jrs s—1
=s/&s=1—sg'
Also gilt
E1(s) = &2~ 8)  —— —
s) = -8+ — -
! 2 s—1 s
= &1 ist meromorph in C mit einfachen Polen in s = 0,1.
1 1
=&(1— - fi 1
&(s) = & ( S)+5 1 ir s # 0,



434 Theorie der analytischen Funktionen in C

7.3.14 Satz
Die Funktion s )
&) =T (5) 7 5¢(s)

ist meromorph in C mit einfachen Polen in s = 0 und s = 1, und erfiillt die
Funktionalgleichung

§(1—5) =¢&(s)

kritische
Achse (Re s= ;— )

kritischer
Streifen

Bericht iiber weitere Arbeit an der Primzahlvermutung
Gaufl Vorschlag

Todt x

—_— ~Y
5 logt z—oo logx
Integrallogarithmus

m(x) ~ Li(z) =

Beginn der asymptotischen Analysis

Riemann
w(x), ré¢ P,
oy {7@ w2
() -5, v€P
o (Ii)
fla) =2 =
n>1
_ HAT L
= mo(z) = nf(:v),
n=1
wobei
0, ay(n) > 1 fiir ein p,
pmy =4 o : ,
(—1)", wenn ap,(n) =1 fir genau r p's
Dann gilt
f( )_L( )_ Z (L( 1/2+ia)+L~( 1/2—ia>)+/oo$_l 2
z) = Li(z 2 i(x i(x R CETY og
C(1/24Ba)

Betrachte jetzt (fiir |o| < T)

T
— = #Nullstellen
T

30~

g(a) = <; Jrioz) ~ glog
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7.3.15 Riemannsche Vermutung (RH)

Aufler den trivialen Nullstellen haben alle Nullstellen von ¢ den Realteil %
v. Koch: RH = n(z) — Li(z) = O.(2'/%%9)

Stieltjes: Beweis von RH — niemals publiziert

1896 PNT Hadamard, de la Vallée-Poussin:

(z) — Li(z) = O (e—cﬂogw)“) ==

. . _ 3
Vinogradov: «a =%
Gaufl: Es ist experimentell immer 7(x) < Li(z); gilt evtl. immer?

Littlewood: 3z¢ € N: m(x¢) > Li(zo)

7,705
e€’
Skewes: zg < e€

Numerisch: Die ersten 1,5 Milliarden von nichttrivialen Nullstellen haben
Re = %

Levinson: Der Prozentsatz von Nullstellen auf der kritischen Achse ist min-

destens %
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406
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Fermatsche Primzahlen, 8
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Graph, 86
Grenzwert

einer Folge, 38
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85
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Gruppe, 11
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Kompaktheit, 93
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Kriimmung

einer Kurve, 280
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Norm, 73
einer lin. Abbildung, 206
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O, siehe Landau-Symbole
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311
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Pol, 410
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Potenzmenge, 4
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